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1 Automates alternants

Dans cet exercice, on cherche à calculer, étant donné un automate alternant, un automate nondéterministe
qui reconnâıt le même langage. On suit la construction expliquée dans [2].

On rappelle qu’un automate alternant est défini comme A = (Q∃ ⊔ Q∀,Σ, I, F, δ) où l’ensemble d’états Q
est scindé entre les états de Q∃ (dits existentiels), et les états de Q∀ (dits universels). Le langage reconnu
par A est le langage des mots acceptés par A à partir d’un état q0 de I, où le langage de A accepté à partir
d’un état q est défini inductivement :

— Le mot vide ϵ est accepté à partir de q si q est final ;
— Pour un mot non-vide de la forme av avec a ∈ Σ et v ∈ Σ∗, pour un état q, le mot av est accepté à

partir de q dans les cas suivants :
— Si q ∈ Q∃, alors av est accepté à partir de q s’il existe un état q′ avec (q, a, q′) ∈ δ et tel que v soit

accepté à partir de q′.
— Si q ∈ Q∀, alors av est accepté à partir de q si, pour tout état q′ avec (q, a, q′) ∈ δ, on a que v est

accepté à partir de q′.

Question 0. À quoi correspond le cas où tous les états de A sont existentiels ?

Question 1. Supposons que A a un unique état initial q0 qui est universel, qu’il n’y a pas de transition
qui pointe vers q0, et que tous les autres états sont existentiels. Proposer un algorithme permettant de
déterminer, étant donné un mot w, si w est reconnu par A.

Question 2. Sous la même hypothèse qu’en question 1, proposer un algorithme pour calculer un automate
unidirectionnel qui reconnaisse le même langage que A. Quel est, asymptotiquement, le nombre d’états de
l’automate obtenu ? Quel genre d’automate obtient-on ?

Question 3. Généraliser cette construction à un automate alternant A arbitraire. Quelle est la complexité
de cet algorithme ? Quel genre d’automate obtient-on ?

2 Recherche de sous-mots non-contigus

Dans cet exercice, on cherche à trouver un mot u comme sous-mot (non nécessairement contigu) d’un
mot v.

Question 0. Proposer un algorithme näıf pour déterminer, étant donné u et v, si u est un sous-mot de v.
Quelle est sa complexité ?

Question 1. Proposer un algorithme plus efficace pour cette tâche et déterminer sa complexité.

Question 2. On souhaite indexer un mot v pour pouvoir répondre rapidement à la question suivante : étant
donné n’importe quel mot u, déterminer si u est un sous-mot de v. Proposer une structure de données pour
ce faire. Décrire la complexité du précalcul en fonction de v et la complexité de la recherche en fonction
de u.
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On souhaite à présent répondre au problème du sous-mot commun le plus court (en anglais longest common
subsequence) : étant donné deux mots u et v, quelle est la plus grande longueur d’un mot w qui soit un
sous-mot de u et de v simultanément.

Question 3. Expliquer comment la question précédente nous permet d’obtenir, à partir d’un mot v, un
automate qui accepte précisément les mots qui sont des sous-mots de v. Quelle est la complexité de cette
construction ?

Question 4. En déduire la construction d’un automate qui, étant donné deux mots u et v, accepte précisément
les mots qui sont des sous-mots de u et de v. Quelle est la complexité de cette construction ?

Question 5. En déduire un algorithme pour le problème du sous-mot commun le plus court. Quelle est sa
complexité ? Peut-on interpréter différemment cet algorithme ?

On considère maintenant le problème du sous-mot commun le plus court sur un ensemble de châınes : étant
donné des mots U = {u1, . . . , un}, quelle est la plus grande longueur d’un mot w qui soit un sous-mot de
tous les mots de U ?

Question 6. Si la valeur de n est une constante fixée au départ (par exemple, n = 42), quelle complexité
peut-on atteindre ?

Question 7. On ne suppose plus que n est fixé au départ. Si la longueur maximale ℓ des mots de U est
bornée par une constante fixée (par exemple longueur d’au plus 42), quelle complexité peut-on atteindre ?

Remarque : on peut montrer que, si n et ℓ ne sont pas fixés, le problème est NP-difficile : cf [1], Proposi-
tion 1.
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