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1 Ordre topologique et applications

1.1.1) Pour le premier graphe le seul ordre possible est d�e�ni par o(1) = 4, o(2) = 2, o(3) = 1 et o(4) = 3. Pour le
deuxi�eme graphe, un ordre possible est celui d�e�ni par l'identit�e.

1.1.2) L'existence d'un cycle dans G est clairement incompatible avec celle d'un ordre topologique. R�eciproquement, on
montre par r�ecurrence sur le nombre n de sommets que tout graphe �a n sommets sans cycle peut être topologique-
ment ordonn�e. Pour n = 1 c'est �evident. Pour n > 1, on choisit un sommet sans p�ere (il en existe sans quoi on
pourait trouver un cycle dans G), on lui a�ecte le num�ero 1, puis on ordonne topologiquement avec les num�eros
2, . . ., n le sous-graphe constitu�e des n− 1 sommets restants et des arêtes joignant ces sommets.

1.1.3) o1 ←− tableau de n entiers
Pour i = 1...n faire o1(o(i)) ←− i �n pour
Retourner o1

La complexit�e est O(n).

1.2.1) u ←− tableau de |S| listes vides
Pour i = 1...|S| faire

` ←− t(i)
Tant que ` 6= nil faire

j ←− tête(`); u(j) ←− concat (i, u(j))
` ←− queue(`)

Fin tant que
Fin pour
Retourner u

La complexit�e est O(|S|+ |A|).

1.2.2) Pour d�eterminer les degr�es entrants il su�t de compter le nombre de parents au lieu de les accumuler dans une
liste comme le fait la fonction pr�ec�edente. Pour d�eterminer les entr�ees d'un graphe, on calcule les degr�es entrants
et on forme la liste des n�uds de degr�e entrant nul. Ces deux algorithmes ont une complexit�e O(|S|+ |A|).

1.2.3) o ←− tableau de |S| z�eros
u ←− parents(t)
k ←− 1

fonction num�erote(i) :=
si o(i) < 0 alors erreur(cycle)
si o(i) = 0 alors

o(i) ←− −1
` ←− u(i)
Tant que ` 6= nil faire

j ←− tête(`); num�erote(j)
` ←− queue(`)

Fin tant que
o(i) ←− k; k ←− k + 1

Fin si
Fin fonction

Pour i = 1...|S| faire num�erote(i) �n pour
Retourner o

La fonction r�ecursive num�erote num�erote un n�ud si cela n'a pas d�ej�a �et�e fait (test (( o(i) = 0 ))) en num�erotant
au pr�ealable tous les parents du n�ud consid�er�e de fa�con �a garantir la condition (j, k) ∈ A =⇒ o(j) < o(k). Le
but de l'a�ectation provisoire (( o(i) ←− −1 )) est d'�eviter de boucler si le graphe comporte un cycle passant par
le n�ud i. Ce fait est d�etect�e lorsqu'on repasse en i lors de l'exploration r�ecursive de ses ancêtres et d�eclenche une
exception erreur(cycle) suppos�ee interrompre l'algorithme.
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La correction de cet algorithme r�esulte du fait qu'un n�ud n'est jamais num�erot�e avant que tous ses parents ne
l'aient �et�e, et que tous les n�uds sont e�ectivement num�erot�es grâce �a la boucle principale. La terminaison r�esulte
du fait que pour un n�ud i donn�e, on rentre une et une seule fois dans la branche (( si o(i) = 0 )). En ce qui
concerne la complexit�e, pour i ∈ {1, . . ., |S|} donn�e, il est e�ectu�e exactement 1+ex(i) appels num�erote(i) et un
seul de ces appels a une complexit�e non constante, proportionnelle �a in(i), en ne comptant pas le temps pass�e dans
les appels r�ecursifs �a num�erote. Ainsi, chaque n�ud contribue pour 1+ex(i)+in(i) �a la complexit�e de l'ensemble
des appels �a num�erote. En sommant sur tous les n�uds, et en ajoutant la complexit�e du calcul des parents, on
obtient une complexit�e globale O(|S|+ |A|) pour le tri topologique.

1.3) o1 ←− inverse(o)
u ←− parents(t)
t′ ←− tableau de |S| listes vides
Pour k = |S|...1 faire

j ←− o1(k); ` ←− u(j)
Tant que ` 6= nil faire

i ←− tête(`); t′(i) ←− concat (j, t′(i))
` ←− queue(`)

Fin tant que
Fin pour
Retourner t′

1.4.1) i R(1) R(2) R(3) R(4) R(5) Q(1) Q(2) Q(3) Q(4) Q(5)

5 nil nil nil nil nil faux faux faux faux faux

4 nil nil nil nil [5] faux faux faux faux faux

3 nil nil nil [54] [5] faux faux faux faux faux

2 nil nil [453] [54] [5] faux faux faux faux faux

1 nil [3542] [453] [54] [5] faux faux faux faux faux

[24531] [3542] [453] [54] [5] faux faux faux faux faux

1.4.2) L'invariant de boucle suivant est clairement satisfait :
�a l'entr�ee de la boucle en ligne 2, pour tout j ∈ {i + 1, ..., n}, la liste R(j) est une liste d'adjacence sans
r�ep�etition du n�ud j pour le graphe G∗.

1.4.3) Si v est un sommet interne, soit u le p�ere de v de plus grand num�ero. Alors (u, v) ∈ A− et l'application v 7−→ (u, v)
est une injection de l'ensemble des sommets internes de G dans A−. Ceci prouve que le nombre de sommets internes
est major�e par |A−|.

Si u est un sommet quelconque de G, les �ls de u dans G∗ autres que u sont tous des sommets internes de G. Ceci
prouve que le nombre d'arêtes dans G∗ est major�e par |S|(1 + |A−|).

Soit i ∈ {1, . . ., n} et j ∈ t(i). Si Q(j) = vrai en ligne 9 alors il existe k ∈ t(i) tel que k < j et j ∈ R(k). Il
existe donc un chemin dans G menant de i �a j en passant par k, et par cons�equent (i, j) /∈ A− et la r�eciproque est
imm�ediate. Ainsi, Q(j) = faux ⇐⇒ (i, j) ∈ A−.

La complexit�e des instructions e�ectu�ees en lignes 10{18 pour un couple (i, j) donn�e est O(|R(j)|) = O(|R(i)|).
Celle des instructions e�ectu�ees en lignes 3 { 26 pour un n�ud i donn�e est donc O(|A−||R(i)|) et la complexit�e
globale de l'algorithme propos�e est O(|A−||A∗|).

1.4.4) Non. Pour n ∈ N∗ on consid�ere le graphe G de sommets 1, . . ., 2n comportant une arête (i, j) pour chaque couple
(i, j) tel que i est impair et j est pair. Chacune de ces arêtes appartient �a A− (car elle d�e�nit l'unique chemin
reliant i �a j), donc |A−| = n2 = 1

4 |S|
2.

1.5.1) 1 r ←− tableau de |S| listes vides
2 c ←− 0
3 Pour i = |S|...1 faire
4 ` ←− t(i); j ←− i

5 Tant que ` 6= nil et j = i faire
6 k ←− tête(`); ` ←− queue(`)
7 Si r(k) 6= nil alors j ←− k �n si
8 Fin tant que
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9 Si j = i alors c ←− c + 1; r(i) ←− [i]
10 sinon r(i) ←− concat (i, r(j)); r(j) ←− nil
11 Fin si
12 Fin pour
13 s ←− tableau de c listes
14 Pour i = |S|...1 faire si r(i) 6= nil alors s(c) ←− r(i); c ←− c− 1 �n si �n pour
15 Retourner s

L'algoritme ci-dessus est construit de mani�ere �a satisfaire l'invariant de boucle suivant, dont la v�eri�cation est
imm�ediate :

au d�ebut de la boucle 3{12, le tableau r contient c listes non vides qui constituent une partition de {i+1, ..., n}
en châ�nes non concat�enables. Une telle châ�ne est rang�ee, sous forme d'une liste sans r�ep�etition class�ee
par ordre topologique croissant, dans la case r(j) o�u j est le premier n�ud de la châ�ne consid�er�ee. Les
autres cases de r contiennent nil.

La complexit�e est O(|S|+ |A|).

1.5.2.a) Le cas i ∈ Sh est �evident.

Dans le cas i /∈ Sh, on remarque dans un premier temps que pour tout chemin dans G de longueur au moins �egale
�a 2 commen�cant par le sommet i, il existe un chemin dans G ayant mêmes extr�emit�es, et dont la deuxi�eme �etape
est un sommet j tel que (i, j) ∈ A− (consid�erer un chemin de longueur maximale parmi ceux ayant ces extr�emit�es).

Supposons i /∈ Sh tel que le degr�e sortant de i n'est pas nul. L'ensemble des sommets j tels que (i, j) ∈ A− est
donc non vide, et il existe j parmi ces sommets tel que R(h, j) est minimal. Si R(h, j) = |S|+1, alors aucun chemin
issu de i n'atteint un sommet de Sh dans G, donc R(h, i) = |S|+ 1 = R(h, j) dans ce cas. Si R(h, j) = k ∈ Sh alors
il existe un chemin dans G allant de i �a k en passant par j, et il n'existe aucun chemin partant de i et aboutissant
�a un n�ud de Sh de num�ero strictement inf�erieur �a k. On a donc R(h, i) = k = R(h, j) dans ce cas aussi.

1.5.2.b) Il existe un chemin dans G allant de i �a j et passant en deuxi�eme �etape par un sommet ` tel que (i, `) ∈ A−. On a
donc ` 6 j et R(C[j], `) 6 j. Si ` < j alors (i, j) /∈ A−, B contient ` donc est non vide et r 6 R(C[j], `) = j. Sinon,
` = j donc (i, j) ∈ A− et aucun chemin dans G issu de i ne peut rejoindre un n�ud de SC[j] dont le num�ero est
inf�erieur ou �egal �a j, d'o�u r > j.

1.5.2c) L'algorithme suivant, inspir�e de celui donn�e en 1.4, calcule les listes d'adjacence pour le graphe G− = (S,A−) avec
une complexit�e O(|S|+ |A|). Ces listes d'adjacences sont de plus class�ees par ordre croissant :

t1 ←− tableau de |S| listes
q ←− tableau de |S| bool�eens initialis�es �a faux
Pour i = 1...n faire

t1(i) ←−nil; ` ←− t(i)
Tant que ` 6= nil faire

j ←− tête(`); ` ←− queue(`)
Si q(j) = faux alors t1(i) ←− concat (j, t1(i)); q(j) ←− vrai �n si

Fin tant que
` ←− t1(i); t1(i) ←−nil
Tant que ` 6= nil faire

j ←− tête(`); ` ←− queue(`)
q(j) ←− faux; t1(i) ←− concat (j, t1(i))

Fin tant que
Fin pour
Retourner t1

L'algorithme suivant calcule alors la table des valeurs de R �a l'aide de t1 et C en utilisant la formule vue en 1.5.2.a.
Sa complexit�e est O(k(|S|+ |A−|)).

r ←−matrice de taille k× |S| initialis�ee �a |S|+ 1
Pour h = 1...k faire

Pour i = |S|...1 faire
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Si C(i) = h alors r(h, i) ←− i

sinon
` ←− t1(i)
Tant que ` 6= nil faire

j ←− tête(`); ` ←− queue(`)
Si r(h, j) < r(h, i) alors r(h, i) ←− r(h, j) �n si

Fin tant que
Fin si

Fin pour
Fin pour
Retourner r

La complexit�e du calcul de r, en comptant celle du calcul de t1 est

O(|S|+ |A|) + O(k(|S|+ |A−|)) = O(|A|+ k(|S|+ |A−|))

car k > 1.

1.5.3) On a (i, j) ∈ A∗ si et seulement si R(C[j], i) 6 j. La connaissance du tableau r calcul�e �a la question pr�ec�edente
permet donc de construire les listes d'incidence pour G∗ avec une complexit�e O(|S|2), et on peut même les avoir
tri�ees pour ce prix. La complexit�e globale de construction du graphe G∗ par cette m�ethode est

O(|S|+ |A|) + O(|A|+ k(|S|+ |A−|)) + O(|S|2) = O(k|S|2).

2 Fonctions booléennes et circuits booléens

2.1.1) Fonctions de type ET : il y a huit choix pour a, b, c, donc au plus huit fonctions di��erentes de type ET. On v�eri�e
que ces huit fonctions sont e�ectivement di��erentes comme suit : la table de v�erit�e de (xa

1 ∧ xb
2 )

c comporte trois
fois la valeur ¬c et une fois la valeur c, ce qui permet de d�eterminer c. On d�etermine ensuite a et b en remarquant
que le seul cas o�u (xa

1 ∧ xb
2 )

c = c est celui o�u x1 = a et x2 = b, ce qui permet d'identi�er a et b.

Fonctions de type XOR : il y en a deux, par le même type de raisonnement.

Fonctions des deux types : il n'y en n'a aucune car la table de v�erit�e de (x1 ⊕ x2)
a comporte deux fois les valeurs

0 et 1.

2.1.2) (x1 ⊕ x2)
a = (¬a) ⊕ (x1 ⊕ x2) donc une fonction de type XOR est une fonction a�ne. La r�eciproque est fausse,

a⊕ x1, a⊕ x2 et a avec a ∈ {0, 1} sont aussi a�nes et ne sont pas de type XOR.

2.1.3) ((¬a)a ∧ xb
2 )

c = 0c = c. (x1 ⊕ x1)
a = ¬a.

2.2.1) Pour n = 2, on constate avec 2.1.1 et 2.1.2 que toute fonction bool�eenne de deux variables soit a�ne, soit de type
ET. Pour n > 2, soit f ∈ �n et g, h les fonctions de �n−1 obtenues en sp�ecialisant f avec xn = 0 pour g et xn = 1
pour h. Si l'une des deux fonctions g ou h n'est pas a�ne, l'hypoth�ese de r�ecurrence s'applique. Sinon, il existe
a, b ∈ {0, 1} et S, T ⊂ {2, . . ., n} tels que g = a⊕ (

⊕
i∈S xi) et h = b⊕ (

⊕
i∈T xi).

Si a = b et S = T alors f = a⊕ (
⊕

i∈S xi) est a�ne.
Si a 6= b et S = T alors f = a⊕ x1 ⊕ (

⊕
i∈S xi) est a�ne.

Si S 6⊂ T , par exemple 2 ∈ S \ T . Soit k(x1, x2) = f(x1, x2, 0, . . ., 0) : la fonction k prend une fois la valeur a, une
fois la valeur ¬a et deux fois la valeur b. Elle prend donc trois fois la valeur b et une fois la valeur ¬b. D'apr�es
2.1.1, k est une fonction de type ET. Le cas T 6⊂ S se traite de même.

2.2.2) Soit f non monotone et p, q ∈ {0, 1}n tels que p 6 q et f(p) > f(q). On a donc f(p) = 1 et f(q) = 0. L'ensemble
des n-uplets x ∈ {0, 1}n tels que x 6 q et f(x) = 1 est �ni non vide ; il admet un �el�ement maximal pour l'ordre
partiel 6, que l'on note r. On a r 6= q, soit i ∈ {1, . . ., n} tel que ri 6= qi. Donc ri = 0 et qi = 1 car ri 6 qi. Soit
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enfn f′ la sp�ecialisation de f obtenue en �xant xj = rj pour tout j 6= i. Pour x ∈ {0, 1}n on a f′(x) = f(r) = 1 si
xi = 0 et f′(x) 6= 1 si xi = 1 compte tenu du caract�ere maximal de r. Ainsi, f′(x) = ¬xi.

2.3.1) (x1 ∧ x2) ∨ (x3 ∧ (x1 ∨ x2)).

2.3.2) fx(x
′) = (x1 ⇐⇒ x′1) ∧ . . . ∧ (xn ⇐⇒ x′n), et (xi ⇐⇒ x′i) = (xi ∧ x′i) ∨ (¬xi ∧ ¬x′i).

La conjonction de n expressions bool�eennes peut être calcul�ee par tout circuit en forme d'arbre binaire dont les
n�uds internes sont des portes ET et les entr�ees sont les expresions bool�eennes dont on recherche la conjonction.
La taille d'un tel circuit, compt�ee en nombre de n�uds internes est n− 1, et sa profondeur peut être choisie �egale
�a dlog2(n)e. On en d�eduit que fx peut être calcul�ee par un circuit sur {0, 1,∨,∧,¬} de taille (n− 1) + 5n = O(n)
et de profondeur 3 + dlog2(n)e = O(logn).

2.3.3) Si f ∈ �n, on a f =
∨

a∈{0,1}n, f(a)=1

fa. Donc f peut être calcul�ee par un circuit sur {0, 1,∨,∧,¬} de taille O(n2n)

et de profondeur O(n).

2.4.1) {0, 1,∨,∧,¬} est complet. Le sous-ensemble {∧,¬} l'est aussi et il est minimal car ¬ ne permet d'engendrer
qu'elle-même et la fonction identit�e de �1 tandis que ∧ ne permet d'engendrer que des fonctions monotones.

2.4.2.a) Si l'une des conditions (i) �a (v) n'est pas satisfaite alors il n'existe aucun circuit sur 
 calculant respectivement
la fonction constante 1, la fonction constante 0, une fonction non monotone, une fonction non auto-adjointe, une
fonction non a�ne. Par contre le caract�ere n�ecessaire de (vi) est douteux. . .

2.4.2.b) Calcul de ¬ : soient f, g, h satisfaisant respectivement (i), (ii), (iii). Si f(1, . . ., 1) = 0 alors f(x1, . . ., x1) = ¬x1.
De même si g(0, . . ., 0) = 1. Sinon, f(x1, . . ., x1) = 1 et g(x1, . . ., x1) = 0. On peut alors utiliser ces deux fonctions
pour construire une sp�ecialisation de h calculant ¬ (cf. 2.2.2).

Calcul des fonctions constantes : si k satisfaisant (iv) alors k(x1, . . ., x1) est constant. On peut obtenir l'autre
constante en composant avec ¬.

Calcul de ∧ : soit ` satisfaisant (v). Il existe une sp�ecialisation de ` qui est du type ET (cf. 2.2.1). Cette
sp�ecialisation peut être r�ealis�ee par un circuit sur 
 puisqu'on dispose des constantes. En composant au besoin
avec des n�egations, on obtient un circuit calculant ∧.

On en d�eduit que si 
 satisfait les propri�et�es (i) �a (v) alors on peut calculer toutes les fonctions du syst�eme
complet {∧,¬}, et donc toutes les fonctions bool�eennes. Remarquons que la propri�et�e (vi) n'a pas servi.

3 Bornes supérieures et bornes inférieures

3.1.1) On montre par r�ecurrence sur m que ((I + X)m)ij = 1 si et seulement s'il existe dans G un chemin de i �a j de
longueur inf�erieure ou �egale �a m.

3.1.2) Soit m la plus petite puissance de 2 sup�erieure ou �egale �a n : m = 2dlog2(n)e. On calcule (I + X)m par dlog2(n)e
�el�evations au carr�e successives et on extrait le coe�cient (i, j) de cette matrice ; c'est Accij(X).

Un coe�cient du produit de deux matrices bool�eennes n×n peut être calcul�e avec un circuit sur 
 de taille O(n)
et de profondeur O(logn), donc le produit de deux telles matrices peut être calcul�e par un circuit sur 
 de taille
O(n3) et de profondeur O(logn). En concat�enant dlog2(n)e tels circuits derri�ere un circuit trivial calculant I+X,
on obtient toutes les fonctions Acc avec un circuit de taille O(n3 log(n)) et de profondeur O(log(n)2).

3.2.1) Notons q1 et q2 les nombres de n�uds de degr�e entrant 1 et 2 et p1 le nombre de n�uds de degr�e sortant 1. Le
nombre de n�uds internes est q1 + q2, le nombre total de n�uds est n+ q1 + q2 = m+ p1 + p et le nombre total
d'arêtes est q1 + 2q2 > p1 + 2p. On a donc :

2(m + q1 + q2) > 2m + p1 + q1 + 2p > 2m + p1 + 2p = m + p + n + q1 + q2

soit q1 + q2 > n−m + p.
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3.2.2.a) C'est �evident.

3.2.2.b) Il su�t de prouver qu'on peut supprimer les n�uds s1, . . ., sk et modi�er les autres n�uds de C pour obtenir un
nouveau circuit de taille taille(C)− k calculant f. D�etaillons la suppression de s1.

Si s1 est une sortie autre que f alors on supprime s1 et on conserve le reste du circuit.

Si g(s1) est une fonction constante alors s1 n'est pas la sortie f car f est non constante. On supprime s1 et on
r�epercute la constante sur les n�uds �ls de s1 (c'est-�a dire qu'on simpli�e ces n�uds �ls sachant qu'une de leurs
entr�ees est une constante connue).

Si g(s1) = id on supprime s1 et on prolonge les arêtes issues de s1 vers le n�ud p�ere de s1.

Si g(s1) = ¬ et si le p�ere de s1 n'est pas une entr�ee alors on supprime s1, on remplace le n�ud p�ere de s1 par
le n�ud calculant la fonction compl�ementaire et on prolonge les arêtes issues de s1 comme dans le cas pr�ec�edent.
Remarquer que la modi�cation du n�ud p�ere de s1 ne remet pas en cause son appartenance �eventuelle �a l'ensemble
{s2, . . ., sk}.

Si g(s1) = ¬ et le p�ere de s1 est une entr�ee alors s1 n'est pas la sortie f par hypoth�ese sur f. Dans ce cas, on
supprime s1, on prolonge les arêtes issues de s1 vers son p�ere, et on modi�e les n�uds �ls de s1 pour compenser
l'abscence de n�egation sur leur entr�ee modi��ee. Ceci ne remet pas en cause l'appartenance �eventuelle de ces �ls �a
{s2, . . ., sk}.

Si g(s1) est une fonction de �2 qui n'est ni de type ET ni de type XOR alors c'est l'une des six fonctions
(x1, x2) −→ 0, (x1, x2) −→ 1, (x1, x2) −→ x1, (x1, x2) −→ ¬x1, (x1, x2) −→ x2, (x1, x2) −→ ¬x2. On applique
alors celle des r�egles pr�ec�edentes qui est appropri�ee.

3.3) En fran�cais : on dispose d'un circuit optimal calculant f dont la restriction �a un certain ensemble Z pour
α s�electionne la variable x�α. On veut en d�eduire un circuit contenant deux n�uds de moins et co��ncidant
avec une fonction de s�election sur un ensemble Z′ pour α ayant un �el�ement de moins que Z. On choisit
i ∈ Z et on �xe xi = constante. Prouver qu'on peut alors simpli�er le circuit calculant f′, la sp�ecialisation
de f, et �economiser au moins deux n�uds.

Le fait de �xer la valeur de xi permet de simpli�er tous les n�uds �ls de l'entr�ee xi, et de les transformer en
n�uds du type d�ecrit en 3.2.2.b. On peut alors supprimer ces n�uds car la fonction f′ n'est ni constante (z > 2),
ni une n�egation. Le travail demand�e est termin�e lorsque ex(xi) > 2. Le cas ex(xi) = 0 est impossible, le circuit
calculant f ne peut fournir une r�eponse correcte pour �α = i s'il n'utilise pas l'entr�ee xi.

Reste le cas ex(xi) = 1 : le n�ud s �ls de xi n'est pas du type 3.2.2.b puisqu'on a un circuit optimal pour f,
donc il calcule une fonction de type ET ou XOR. Soit g la fonction bool�eenne constituant la deuxi�eme entr�ee de s.
Puisque la seule arête issue de xi aboutit en s, g ne d�epend pas de xi et par cons�equent la sortie de s varie avec xi.
Ceci prouve que s n'est pas la sortie f et donc il existe un deuxi�eme n�ud t, �ls de s. Si s est un n�ud de type
ET, on choisit xi constant de sorte que la sortie de s soit constante. Ceci permet apr�es simpli�cation de supprimer
s et t. Si s est un n�ud de type XOR, on choisit xi = g : ce n'est pas un choix constant mais il est malgr�e tout
valide et permet �a nouveau de supprimer s et t.

Cons�equence : le nombre minimal de n�uds internes n�ecessaire pour calculer une fonction de s�election augmente
d'au moins deux unit�es lorsque l'ensemble dans lequel il faut s�electionner grandit d'un �el�ement. Pour s�electionner
un �el�ement dans un singleton il faut au moins z�ero n�uds internes, d'o�u la minoration L
(fk) > 2n− 2.

3.4.1) Sinon, le couple (xi, xj) n'in
ue sur f que par la fonction de xi et xj calcul�ee en s. Ceci est incompatible avec
l'hypoth�ese qu'on peut calculer un ET et un XOR entre xi et xj en sp�ecialisant f.

3.4.2) S'il n'existe pas dans Z au moins |Z| − 1 indices i ayant la propri�et�e (( tout chemin de i �a sf comporte au moins
un n�ud de degr�e sortant sup�erieur ou �egal �a 2 )) alors on peut trouver deux indices n'ayant pas cette propri�et�e et
contredire la question pr�ec�edente.

Caract�ere distinct : pour i ∈ {i1, . . ., i|Z|−1} et ω un chemin de i �a sf, on note s(ω) le n�ud de plus petit num�ero
dans S(ω) ayant un degr�e sortant sup�erieur ou �egal �a 2. Si i, j ∈ {i1, . . ., i|Z|−1} sont distincts et si ω et ω′ sont
des chemins de i �a sf et de j �a sf alors s(ω) 6= s(ω′) d'apr�es la question pr�ec�edente et le caract�ere minimal de
s(ω) et s(ω′).
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Minoration de L
(f) : on a donc au moins |Z| − 1 sommets de degr�e sortant sup�erieur ou �egal �a 2, au moins |Z|
entr�ees et une seule sortie. L'in�egalit�e 3.2.1 fournit le r�esultat.

3.4.3) Si c > 2 alors fc admet des sp�ecialisations de type ET et de type XOR pour tout couple d'indices dans {1, . . ., n}.
En e�et, fc(1, . . ., 1︸ ︷︷ ︸

c−2

, 0, . . ., 0, x, y) = x ∧ y et fc(1, . . ., 1︸ ︷︷ ︸
c−1

, 0, . . ., 0, x, y) = x ⊕ y. De même, pour c = 1 on a

f1(1, 0, . . ., 0, x, y) = (¬x) ∧ (¬y). et f1(0, . . ., 0, x, y) = x⊕ y. Donc L
(fc) > 2n− 2 pour tout c ∈ {1, . . ., n− 1}.

3.5) |�n| = 22
n

. On majore le nombre de circuits de taille L par le nombre de graphes �a n entr�ees et L n�uds internes
choisis dans 
, topologiquement ordonn�es les entr�ees ayant les num�eros 1, . . ., n, tels que tout n�ud interne est
l'extr�emit�e d'au plus deux arêtes issues de n�uds de num�eros inf�erieurs. Il y a |
|L fa�cons de choisir les n�uds
internes et pour le i-�eme n�ud interne, i + n fa�cons de choisir l'origine d'une arête (parmi les n entr�ees, les i− 1
n�uds internes pr�ec�edant, plus une origine �ctive pour indiquer qu'il n'y a pas d'arête). Ainsi le nombre de circuits
de taille L sur 
 est major�e par : N(L) = |
|L((n + 1). . .(n + L))2.

Avec L = d2n−1/ne on a log2(N(L)) = 2L log2(L) + O(L) = log2(|�n|) − 2n log2(n)/n + O(2n log2(n)/n). Donc
N(L) est in�niment petit devant |�n|, ce qui prouve qu'il existe pour n su�sament grand des fonctions bool�eennes
non calculables par un circuit �a L n�uds internes, ni par cons�equent par un circuit de plus petite taille.
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