Partie I

Soit 0 = x7 < w9 < -++ < m, = 1 une partition subordonnée & f € D . On peut définir g € C par g = f’ sur chaque
i, xiqy1] (par définition de la classe D g aura bien une limite & gauche et/ou & droite en tout point z; ). La valeur de g
:E/
aux points x; est fixée de maniére quelconque. Pour z et 2’ dans un intervalle |z;, 2;11[, on a / g(s)ds = f(z")—f(z),
xT

i+1
et cette égalité se prolonge a droite en x; et & gauche en x;41 par des limites : / 9(8)ds = f(xiy1) — f(x;) . Done,
z;

par Chasles, pour tout z dans un intervalle |z, 41| , on aura :

—1 T

/0 “g(s)ds = 3 (Flaisn) — flae)) + [ atrds = 1) - 0)

=1 k
xT
Réciproquement, on sait que / g(s) ds définit une fonction dérivable en tout point ol g est continue, et dont la

0
dérivée vaut alors g . Comme g € C signifie que g admet des limites & gauche et/ou & droite en tout point z; d’une
xr
partition subordonnée & g , on a bien que f(z) = / g(s) ds définit une fonction f € D , et ce pour la méme partition
0

subordonnée.
1.b On l’a vu dans la réciproque de la question précédente : (1) impose nécessairement g = f’ sur chaque |x;, ;1] .

1.c On remarque tout d’abord qu’en réunissant les points d’une partition subordonnée a f; € D a ceux d’une partition
subordonnée & fy € D on obtient une partitions subordonnée commune & f1 et fo . Sur tout intervalle |z;, 2;41[ d'une
telle partition, on a par dérivation classique d’un produit, (f1f2)" = fig2 + fog1 . par produit et sommes de limites,
cette égalité se prolonge & la limite & gauche et/ou a droite en chaque z; . On a donc bien que f1fa € D, de plus,

xr

on a vu dans la partie directe de la question 1.a qualors 1'égalité (f1f2)(z) = (f1/2)(0) —|—/ (frg2 + f201)(s) ds était
0
vraie, ce qui définit bien f1g2 + fogi comme dérivée au sens de I’énoncé de fi fs .

2. (On s’inspire de la preuve de Cauchy Schwarz). Par positivité de I'intégrale, on a, VA € R :
1 1 1
0< / (9(s) + )2 ds = A2 + 2)\/ g(s)ds +/ (9(5))* ds .
0 0 0

1 1 1 9
En appliquant ceci au point A = — / g(s)ds , on obtient / (g(s))2 ds — (/ g(s) ds) > 0, ce qu’on voulait.
0 0 0

S’il y a égalité dans 'inégalité ci-dessus, c’est qu'il existe A € R tel que / (g(s) + /\)2 ds = 0 , et on sait que cette

0
égalité impose que lintégrande soit nulle en tout point ou celle-ci est continue. On a donc que g(z) = —\ en tout
point de continuité de g , i.e. partout sauf en un nombre fini de points.

3. En prenant comme au 1.c une subdivision subordonnée commune, on voit que D est stable pour la somme, donc comme
g(s)ds est dans D quand g est dans C (vu au 1a), f(z) = / g(s)ds — x/ g(s)ds est dans D . Et il est clair
0 0 0
que f(1) = f(0)=0.

4. C.S. : I'intégrale ne dépendant pas de la valeur de I'intégrande en un nombre fini de points, I’hypothese implique

/0 g(5)0 (s)ds = /0 Co'(s)ds = C.((6(1) —6(0)) =0 ,

la derniere égalité ayant lieu par définition de la dérivée 0’ et parce que 6 € Dy .

1 1
C.N. : prenons pour fonction @ la fonction de Dy = — / ds — m/ g(s)ds . Alors ' = g — / g , dou
0 0

o fore [ [

on est dans le cas d’égalité du 2, donc g = cste = C sauf éventuellement en un nombre fini de points.
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1 1
0= / (f1.6) = / (f10' + o)
0 0
Par différence avec la propriété supposée en hypothese, on en déduit :
1 ~
V6 € Dy / (f—f1)0 =0,
0

ce qui implique par 4. ci-dessus que f — fl = cste = C sauf éventuellement en un nombre fini de points. La fonction
f = f1+ C convient alors, puisque C = f(0) vu que f1(0) = 0 par définition.

Partie 1T

1. Quand u € D, on a que u’ € C , et donc u'?> € C aussi. Or, on I'a dit, I'intégrale d'une fonction c.p.m. ne dépend pas

2.

de la valeur de la fonction en un nombre fini de points (et donc en particulier en ses points de discontinuité), donc

1
I'intégrale / (u’(x))2 dz ne dépend pas du choix possible de v/ parmi les dérivées de u .
0

2.a Remarquons que uy + €y € Dy. En écrivant

2.b

2.d

(1 (ute)?)” = (1 —u?)? = 2(1 — u®)(20 + e9?) + 229 + ev?)?

il vient, par linéarité de U'intégrale (et de la dérivation), et aprés simplification :

1 1 1 1
E)\(u)\‘i‘fw)_E)\(U)\) :A u/¢/+%A 1/}12_>\/O (1—11,)\)2’(1,)\1/)4—6%/0 (—2(1—’&%\)1/)2-‘1-(21/)4-61/}2)2) ,

3

1 1
et on voit clairement que cette expression tend vers / u'yy — /\/ (1 — up)?urt quand € — 0 .
0 0

Dy est stable par combinaisons linéaire, donc u + ¢ est toujours dans Dy . Par minimalité de E(uy) , on a que la
limite ci-dessus doit étre > 0 quand € — 0~ et étre < 0 quand € — 07 . Donc, cette limite est nécessairement nulle,
d’ou (3) .
On est dans les conditions d’application du 1.5, d’ot il existe une fonction f € C , telle que, sauf en un nombre fini
de points,

@ b =F@ =0+ [ (A0 E)u) ds

Or, l'intégrale du membre de droite de (4) est celle d’une fonction continue puisque u) € Dy est continue. Donc le
membre de droite de (4) admet une (méme) limite & gauche et/ou & droite en tout point exceptionnel ot (4) ne serait
a priori pas vérifiée, ou en les points ol u) ne coinciderait pas avec la dérivée de uy au sens classique. Mais alors le
théoreéme limite de la dérivée (encore appelé «prolongement C* » ) s’applique en ces points et prouve que (4) reste
vrai méme en ces points, et avec dans le membre de gauche la bonne valeur de la dérivée de uy au sens classique.
Donc en fait uy est dérivable partout, et sa dérivée est égale & une fonction continue sur [0,1] , donc uy est en fait de
classe C* sur [0,1] .

La méme égalité (4) , maintenant vraie partout sur [0,1] , montre alors que u) est de classe C! | puisqu’égale, a
une constante pres, a la primitive d’une fonction continue. Donc uy est de classe C? | et en dérivant (4) membre &
membre, on trouve :

() ui(@) = —A(1—ux®(@))ux(z)

Maintenant, par récurrence immédiate, si on suppose uy de classe C™ , n > 2 , sur [0,1] , (5) prouve, par stabilité
de la classe C™ par les opérations algébriques, que uf est de classe C™ , donc que uy est de classe C"2 sur [0, 1] .
Finalement, uy est de classe C* sur [0, 1] .

En multipliant (5) par «)(z) on reconnait une dérivée dans chacun des membres, donc, par intégration :

(1- u)\2(a:))2 + cste

(uh(2))” =

N | =
>



2.e

/A

(6) 30y Vaeo,1] (@) =5 ((1-w?@) -C))

On applique & uy le théoreme de Rolle : il existe ¢ €]0, 1] tel que u(¢) = 0 . En appliquant (6) ci-dessus au point ¢ ,
il vient Cy = (1 — u;?(c))2 >0.

Si on prend dans (6) la limite en = = 0 par exemple, on a que %(1 —C)) = (u’)\(O))2 >0, dou Cy <1 (puisque A
est supposé > 0 ).

Supposons par absurde que qu'il existe 2o €]0, 1] tel que uy(z0)® > 1. Alors, comme ux(0) = u(1) = 0, d’apres le
théoréme des valeurs intermédiaires il existe yo dans |0, 1] tel que ux(yo) = 1 (on a pris la valeur positive). En ce point :
(uh(y0))? = —A/2C, < 0 soit u) (yo) = 0. Or I'égalité (5) est une équation différentielle du second ordre autonome du
type u” = f(u) ou la fonction f est de classe C'! puisque polynémiale. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure donc
P'unicité d’une solution maximale répondant au probleme de Cauchy en un point de 0, 1] . L’existence de yo implique
ainsi que uy est la fonction constante uy = 1; ce qui est contradictoire avec la condition ux(0) = ux(1) =0 .

Finalement, ¥V € [0, 1], ux(z0)” < 1.

3. Le graphe de la fonction v proposée est le suivant :

4.b

1.

Y

X

Ol ¢ 1—¢1

On voit que v € Dy , donc par définition Ey(uy) < Ex(v) . Or, un calcul utilisant le changement de variables z = et
donne :

1 (1 A [F z?y 2 1 e [t o 2 1 4
E,\(v):2><§/0 €—2+2><Z/0 (1-%) ar=-+5 () du= e

Ceci est vrai pour tout ¢ €]0,1/2[ , donc, pour A >4 , en prenant € = % , on obtient

19
E,\(u,\) < E)\(U) < 1—5\/X .

On constate que E)(0) = % dépasse la borne Cv/X pour A > \g suffisamment grand. Donc, pour A > Xg , 4y ne peut
pas étre la fonction nulle. Dans ce cas, il y a au moins deux fonctions distinctes réalisant le minimum de F , a savoir

uy) et —u) .

1 1
Pour A > 4, on a f\f/ ((b,\ — 1)2 < Ex(uy) < CA/\, d’ot en divisant par VA > 0, on voit que 0 < / (¢)\ — 1)2 <
0 0

< .

\/X A—o0

On a vuen 2.c 0 < o < p3 < 1. On en déduit (1 — ¢§\)2 > (1 — ,ui)2 > 0 , puis par intégration,
1
0< (1— ui)Z < / (o — 1)2 . Donc, par encadrement, p3 — 1, et finalement gy — 1.
0
Partie ITI
La fonction vy, = v précédente (avec ¢ = % ) convient pour A > 4 ;| et sinon on peut prendre vy = 0 . En effet,

E,\(O):i\rgC\/Xpour)\gélsiC} 1, ce qui est le cas.
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A \[/ (2\FA 2\/\/2(1_”3)2)
2\/;><§/0 205 (1 =v3)| , cqfd.

(On a utilisé I'inégalité de 'énoncé avec x = |v] et y = |1 — 03| ).

On a que |v}(1 —v})| = |(F ovy)’| , donc I'inégalité ci-dessus se réécrit :

V() > @/jwom

Le maximum de la fonction continue vy est atteint en un point ¢ € [0,1] , et quitte & changer vy en —wvy) ce qui ne
change pas F) , on peut supposer vx(c) =1y (= 0) . Alors, vu que (F ovy)(0) = (Fowy)(1) =0, et par inégalité de

la moyenne, on peut écrire :
1 c 1
/ ‘(Fov)\)" :/ ‘(Fov)\)" +/ ‘(Fov)\)"
0

y/ (F ov) m/ (F o vy

FOU)\)()—QF?])\ 5

et 'inégalité Ey(vy) = V2AF (1)) en découle immédiatement.

E)\(’LL)\)

Comme F)(uy) < Ex(vy) , a fortiori < C . Or pour toute fonction bornée g sur R% | par propriété de I'inf

on a que la fonction \g — )\Iil{ g(A) est une fonction croissante de Ag . Donc, par le théoréme de limite monotone, il
=Z N0

existe bien 5 5

lim Inf A1) = Sup Inf A1)

A—00 AZXo \/X >\—>oo AZXo \/X
D’autre part, on peut appliquer le résultat de 3. a la famille u) , avec ici ny = px — 1 quand A — oo , d’ou
F(uy) — F(1) = % . Soit € > 0 donné quelconque. Par continuité de F en 1 (& gauche), il existe un « €]0, 1] tel

quel—a<9<1:F(0)>F(1)—5:%—5.Pui&ilexisteun)\o>Ote1que)\>>\0:>1—a<u>\<.Donc7

pour tout A > Ag , on aura par 4. % > \/5(% - 5) . Comme Vinf est le plus grand des minorants, a fortiori

FE 2
)\I)nAfO )‘\5;’\) > \/5(5 — 5) , et a fortiori encore, 1520 )\I>nAfO %
E)\(’u,)\) > 2\/5

déduit bien )\li_)ngo )\I}n}i %) >—

2
> \/5(5 —5) . Comme ceci est vrai Ve > 0 on en

Partie IV

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique a cette équation différentielle du second ordre (déja vu en I1.2.c), donc il
en existe une unique solution maximale sur un intervalle I ouvert contenant 0 .
Or, en multipliant par v’ , I'équation implique —1"1)’ = (1 —1)?)1p3)’ , soit 'existence d’une constante C telle que
Veel —o¢?= —%(1 —1?)2 4+ C . Or, vu la condition en x = 0, on a C' = 0 , et on cherche donc une solution de
P = %(1 —1?) (le signe étant choisi pour respecter la condition initiale sur 1’(0) ).
Réciproquement, toute fonction deux fois dérivable vérifiant ’équation précédente vérifie ’équation initiale sur tout
intervalle sur lequel sa dérivée ne s’annule pas. En menant le calcul sur le plus grand intervalle sur lequel ¢ reste
comprise strictement entre —1 et 1 on trouve ¥ (z) = th % .

La solution ainsi trouvée est définie sur IR, ce qui est bien sfir son intervalle maximal de définition.
Par propriété de la fonction th , on a bien ¢(z) — 1.
xTr— 00



3.b
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0 1/2

T
u= —*— ,on a que
V2

1
1 1/2 d _ d
/(1—w§)2:2x/ —7 T Ix :2\/55/2\/§5—f ,
0 0o ch (_) 0 ch®u
V2

1
d
d’on finalement Ey (1)) = @ (% + 5)\) X /2\/55 u
0

ch*u

Or, par le changement de variables v = thu , dv = gg , on voit que quand € — 0,
ch”u
_1 o 1
/2\/55 du _>/ L dw :/ (l—v)de:g
0 chu 0 2v2echu 0 3
Donc, pour ¢ = % , % tend, par valeurs inférieures, vers % . Comme . est toujours dans Dy , on a
E
Ex(un) < )\(wl/ﬁ) < 2/2 , et ceci pour tout A = L >4 . Mais on a vu en ITI.4 I'inégalité inverse a tout € > 0
NGy ey 3 2 &
€

E)\(’U,)\)_Z_\/i
Va3

pres pour A > A\g assez grand, donc finalement, on a bien que /\lim
—00

)

Appelons § le minimum des z, — 2,1 , 1 <n <N . Pour e < 5 , on peut construire une fonction v comme dans la
partie IL., mais avec des signes alternés :

T
T

-1

Le calcul de Ey(v) se fait exactement comme au II., il répéte (N — 1) fois le méme calcul (puisque celui-ci ne dépend
que des intervalles, toujours de méme largeur € , ol 'intégrande est non constante). Donc, avec ¢ = 1 , on obtient,

VA

pour A > (;% une fonction Uy vérifiant les conditions requises (avec une constante C' égale a (N — 1) fois la constante

obtenue au II.). Pour A < AZ , la fonction Uy = uy (par exemple) convient.

4]

Appelons z,, les points z, = w

, 2 < n< N . On utilise la méme minoration qu’au I1.2 ainsi qu’une fonction

F qui est le prolongement impair & R de la fonction F' définie au IL.3 (cette fonction reste toujours C! sur R et
vérifie toujours F’(0) = |1 — 6?| ). En minorant comme au I1.3, i.e. en utilisant

[ wa-vpiz| [ va-vp|+| [ Cwa-up)|
xT Tn—1 Zn

n—1

N-1
on trouve une minoration de la forme Ey(Uy) > Z V2MF(zn41)| - Or, les z, , en nombre fini, tendent tous vers
n=1

+1, et comme |F(+1)] = % , le méme raisonnement & ¢ > 0 prés comme dans I1.4 conduit &

lim  Tnf Ex(U)) > 2(N - 1)V2
Ao—o0AZho /A 3



N 7/

sauf en un nombre fini de points ’égalité 1’2 = %(1 —?)? | si bien que le calcul de E) (1)) se conduit comme en 2.

€
. X — Ty
Avec des changements de variables de la forme u = =—="=L on montre que :

V2e

Zn — Tp—1
V2e /1 N dv
_ 2
Ba(ys) = (5—2“)2/0 Ve o
n=2

Pour € = \/LX pour A\ > AZ , on en déduit d’une part que les . vérifient les conditions (4) et que d’autre part, compte

0
tenu du 3.b qui maintenant s’applique, % tend en croissant vers w quand A — oo .

Remarque : les fonctions ¢ = 1 % ci-dessus vérifient, sauf en un nombre fini de points, I’équation différentielle (6) du
A

Ex(1)

I1.2.c, =" = A(1 — ¥?)1 , pourtant elles réalisent une limite asymptotique de i\ aussi grande que l'on veut, en

contradiction avec le résultat du IV.2 pour la fonction u) .
Le caractere C! de uy, sur lequel semble insister 'auteur du sujet dans le II, est ainsi primordial dans le comportement
asymptotique des solutions minimisantes de E'y.



