ENS MPI 2007 Maths-2 Corrigé de M. Quercia (michel.quercia@prepas.org)

Généralités

1) g est bornée car continue 1-périodique et b~ € ]0,1[ donc la série définissant W est normalement convergente

sur R. On a [W(x)| < ||g]leo > b9 = %, donc W est bornée sur R.
n>0 -

2) Chaque terme de la série 1'est.
3a) Calcul immédiat.

3b) L’équation étant linéaire en f, il suffit de prouver que si f est continue, bornée, solution de f = Tf alors f = 0. De
fait, on a ||f||co = | Tf|loo = ||f]jeo/b®, ce qui implique ||f|| = 0 d’ou f = 0.

4a) Regrouper W(x) — W(y) dans une seule série, puis découper en somme pour 0 < n < N et somme pour n > N.
La majoration demandée vient de suite.

4b) Soient x,y € R.

Si |[x —y| < 1, on note N 'unique entier naturel tel que b=N < |x —y| < b!~N. Alors, d’aprés la question
. . i _ 2 o

preécédente, [W(x) ~ W(v)| < 22 (b/x — ul)~he ] + 2% jx—yle = cpe -yl

Six —y[>1ona [W(x)—W(Y)| <2[Wlw <2(W/xx =yl

Do |W(x) — W(y)| < max(C, 2||W||s)|x — y|* dans tous les cas.

5a) Formule de Taylor avec reste intégral :

h
ax-+ 1) = gx) + hg'() + [
t=0
En remplacant h par —h et en additionnant il vient :
1
o+ 1) + glx — ) - 2900)| = | [

u=0

(h—t)g”(x +t)dt = g(x) + hg'(x) + h? /1 (1 —u)g”(x + hu) du.

u=0
(1= u)(g"(x + hu) + ¢"(x — hu)) du| < h?g" |
Rmg : la condition |h| < 1 est inutile.

5b) D’aprés I'inégalité précédente, pour x,h € R et pour N€ N on a :

bN —N
4)g|lcc -
o 4l

N-1 00
[W(x+h) + W(x—h) —2W(x)| < > Cb™h[> + > 4[g|locb ™ < [h[?
n=0 n=N

Si |h| < 1, on choisit N tel que b™™ < h < b!~N et on obtient I'inégalité demandée.

Inversion de Fourier

1a) La fonction x — x?f(x) est continue et a des limites finies en 4-oo donc elle est bornée par un réel C. On en
déduit |[f(nh)| < # pour h >0 et n > 1, ce qui prouve la convergence absolue.

+oo
1b) L’intégrale f(x) dx est convergente puisqu’elle n’est généralisée qu'en +oo et f(x) < C/x? comme on 'a vu
—0
précédemmegt. De plus, on a :

/+OC f(x) dx = i /(n+1)hf(x) dx = i h/l f((n+ Oh) dt.
t n=g“x=nh n=0 t=0

=0
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o 1
On doit donc prouver que > h/ (f((n+t)h) — f(nh))dt — 0. Soit h > 0 et N € N* a fixer en fonction
n=0 t=0 h—0

de h. Pourn > Non a:

‘h/tio(f((n+t)h) _ f(nh))dt‘ < h/;o((n +Ct)2h2 n nfhg) - i((ni o %) < % x n(jil)

(car n? > In(n+ 1)). On en déduit :

= 3C 3C
‘Z/ ((n+ t)h) — f(nh)) dt‘ ;7n(n+1):ﬂ.

Soit alors € > 0 : f est uniformément continue sur R (car continue ayant des limites finies en £00) donc il existe
d>0telqueVx,yeR, |x—y|<d= [f(x) —f(y)| <e. Pour 0 <h <95, et Ne N* on a donc:

3C
‘Z / Tl+t —leh dt‘ Z / £dt+7 (N+1)h€+N7h

Choisissons N € N* de sorte que (N + 1)h < 2//c et Nh > 1/y/¢ : c’est possible si h < 1/4/¢, ce qu’'on suppose
désormais. On obtient finalement :

© 1
’Z h/ (f((n + t)h) — f(nh)) dt| < (2 +3C)v/e
n=0 =0
pour tout h suffisamment proche de zéro, ce qui suffit a conclure.

1c) Onpose Y. hf(nh) = > hf(nh)+ >  hf(—mh)—hf(0), sous réserve de convergence des deux séries. La premiére

nez n=0 n=0
+o0

converge, et sa somme tend, lorsque h tend vers 0", vers / f(x)dx, on I'a vu. La deuxiéme converge et sa
x=0

+ o0 0

somme tend, lorsque h tend vers 0T, vers / f(—x)dx = / f(x) dx par remplacement de f(x) en f(—x), et
x=0 pe

le dernier terme tend vers zéro lorsque h tend vers 0F.

=—00

2) Soit [a,b] un intervalle compact et N € N tel que a+ NT > 0 et b — NT < 0. Pour x € [a,b] et k > N on a
[f(x +kT)| < > et de méme [f(x —kT)| <

C C C : (e S
< N S
TR CETS) R Ceci prouve que les séries k;N f(x +kT)
et > f(x —kT) sont normalement convergentes sur [a,b] ; il en est donc de méme de la série > f(x + kT). La
k=—N nez
continuité et la T-périodicité de f1 sont alors évidentes.

3) fr(x)exp(—2imnx/T) = > f(x + kT) exp(—2innx/T), série normalement convergente sur [0, T] donc on peut
keZ
intégrer terme a terme :

1
n(fr) = T / (x + KkT) exp(—2imnx/T) dx
/ f(x + kT) exp(—2immn(x + kT)/T) dx
1 (k+1
=5 / x) exp(—2imnx/T) dx
keZ
1

= T./x:ﬂc f(x) exp(—2imnx/T) dx

= @ff(ZmL/T).
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(k+1)T +o0
Le regroupement »_ = / est justifié par la convergence de cette derniére intégrale.
keZ Jx=kT X

=—00

/o 2
4a) Cela résulte de l'inégalité |c,, (f7)| < % X 4C7t/27—rnz avec C' = sup{y?|Ff(y)|, v € R}.

4b) C’est, en substance, le théoréme de Parseval.

+oo
4c) Soit St(x) = > cn(fr)exp(2imnx/T) : la série convergeant uniformément sur R, St est une fonction continue
n=-—oo
T-périodique et pour n € Z, c,,(St) = cn(fy) par intégration terme & terme. Ainsi ft et St sont deux fonctions

continues T-périodiques ayant mémes coefficients de Fourier ; elles sont égales.

5) Soit x € R fixé. On suppose T suffisamment grand pour que x + T> 0 et x — T< 0. Alors :
Ifr(x) — f(x)] = ‘Z fc+kT) + 3 f(x — kT)’
k=1 k=1

= C
Z x—l—kT)z Z(xfkT)

+/+°° Cdu - C +/+°O Cdu
x+T2 w1 (x+uT)?  (x-T)?2  Juz1 (x —uT)?

C C
= + + +
(x + T)z T(x +T)  (x-T)* T(T-x)
.0
T—oo
6) Soit x € R. En posant h = 27 et g(u) = 1 ——Ff(u)exp(iux), on a fr(x) = > hg(nh), et g est continue,
T V2n nez
400
négligeable devant 1/u? & l'infini, donc on peut appliquer 1c : f(x) T g(u) du = FFf(x).
—00 U——o0

Construction d’une ondelette

la) (x,y) — f(x) exp(—iyx) satisfait aux hypothéses du théoréme de Leibniz : la fonction et sa dérivée partielle par

rapport & y sont continues par rapport a chaque variable et dominées par une fonction intégrable sur R par rapport
o0

a x. On a donc (Ff)'(y) = \/% (—ix)f(x) exp(—iyx) dx = Fg(y) avec g(x) = —ixf(x). Ceci démontre la
formule demandée pour n = 1. Le )é;s_ g:énéral se traite par récurrence sur n.
1b) On a en intégrant par parties : F(f')(y) = iyFf(y) et plus généralement : F(f(™))(y) = (iy)"Ff(y) pour n € N

et y € R. Comme (") est intégrable sur R, il en résulte que y — (iy)™Ff(y) est bornée sur R, ce qui implique
yiFf(y) —— 0.

ly|—oo
2abc) Questions élémentaires.

2d) Prendre f(x) = Pg(x — a)Po(b — x).

3) On suppose b > 1 pour que l'intervalle |1/b, b[ soit bien défini. On pose f(x) = Po(—x—1/b)bo(b+x) et by = FT.
Donc Py € S, ce qui implique que P, et y — Yy (y) sont intégrables sur R. De plus, x2f(x) et y2Up(y) ont

des limites nulles & l'infini donc FYp(x) = f(—x), d’aprés la formule d’inversion de Fourier. Cette derniére
+oo
quantité est bien strictement positive entre 1/b et b, et nulle ailleurs. Enfin, / Vp(y)dy = V2 Ff(0) =
Jy=—oc

+00o
et / Yy (v) dy = iv/27 (FF)(0) =

=—00
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Non dérivabilité de W dans le cas g(x) = cos(27x)

1) Prendre ex(h) = w — f'(x) pour h # 0 et ¢,(0) = 0. Par construction ¢, est continue en tout point
h # 0 ; elle est aussi continue en h = 0 par définition de f'(x). Enfin e, est bornée sur R car continue, de limite
—f/(x) pour |h| — oo puisque f est bornée.

2a) f est bornée et Py est intégrable donc l'intégrale définissant c(«, x) est convergente.

2b)
“+oo
c(o,x) = é/tz? f(x + o)y (t) dt
+oo +o00 Yoo
- i /tz?Do f(x) by (t) dt + /t=—oo /(x)tPp(t) dt + /tz?oo ex (o)t (1) dt

“+oo
- / e (act)tpy (£) dt.

=—00

Le théoréme de convergence dominée s’applique a cette derniére intégrale car e, est bornée, t — tp(t) est
intégrable sur R et ey(at) —— 0 a t fixé.

a—0
3a) Avecf=Wona:
1 [T &
o(e,0) = ~ / 3 b cos(2mb™ oty (1) dit
X Jt=—0o =
n=0

1 & Foo

=_ Z b_a“/ cos(2mb™ ot Py (t) dt
o n=0 t=—o0

1 i b_anmﬂpb(zﬂb"a) + .7-"11)1,(—27rb“oc)'
(08 2

n=0
+o0 —+oo
L’intégration terme a terme est justifiée par le fait que / [b~ ™ cos(2mb™ oty ()] dt < BT / [Py (t)] dt,
t=—0c0 t=—c0

terme général d’une série convergente.

—ak,/
Prenons o = 273bk avec k € N. Alors ¢(«,0) = b 227;(}-1%(1) = ;(2m) T2 F Py (1)a® ! car seul le terme

pour n = k est non nul. Ainsi, c(«,0) ne tend pas vers zéro quand k tend vers l'infini. On contredit 2b, donc W
n’est pas dérivable en 0.

3b) Soit x € R. Par des calculs similaires on aboutit a c(«,x) = % > b2 exp(2imb x) Fhp (27tb™ ). En
n=0

particulier pour a = 1/(27b"*), |c(ox, x)| = |c(x, 0)] — oo donc W n’est pas dérivable en x.
—00

Une alternative pour W

1) Immédiat.

2a) Par hypothese il existe xg € R, h > 0, u > 0 tel que [W(xg + h) — W(x0)|/h > ||g|lnip(1 + u)/(b1~¢ — 1). Si
h < 1, c’est bon. Si h = 1 alors par continuité on a |[W(xg + k) — W(xo)|/k = |lg|lLip(1 +u/2)/(b* 7 — 1) pour
tout k suffisamment proche de 1, donc c’est encore bon. Enfin, si h > 1, on peut remplacer h par h — 1, le premier
membre augmentant alors. De proche en proche, c’est bon pour tout h > 0.

2b) On peut remplacer xg par xo + n pour tout entier relatif n. Ainsi, £ = 1 + h convient car si I est un intervalle
de longueur strictement supérieure & 1 4+ h alors I N (I — h) contient un segment de longueur 1, donc contient un

X1 = Xg + n et par construction, x; + h € 1.
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2c) Légere erreur d’énoncé : on a {(I) > { alors qu'il faudrait 'inégalité stricte. On choisit donc plutét N € N tel que
tb~N < {(J) < €b?~N (c’est possible puisque £(J) < 1 < €b), ce qui assure 'existence de x; défini en 2b. On a
(WP (1 + 1)) = W(b"Pxi)| o _ll9]Lip pa-a)yy 5 Hl9lLipb? =Y
bPh Z goa - P > TR
p=N:b Nx;,b"N(x;+h)e].

alors

par récurrence sur p, et pour

hullg|lLip N hullgllLip
_ > Mi9liLip as __ NM9liLip a
2d) Car ‘W(X]) W(UI)| Z pl-a _ 1b = (bl—a — 1)(€b)a X e(])

llglLip

3) Remarque préliminaire :si W est lipschitzienne, alors on a nécessairement ||W/|pip < pla 1 En effet, soit ¢ > 0

et x,y € R distincts tels que |W(x) — W(y)| = (||W|luip — €)|x — y|. On a alors :

19(x/b) — g(y/b)| = [o~ 4 (W(x) = W(y)) — (W(x/b) — W(y/b))|
2 b4 W(x) = W(y)| — [W(x/b) — W(y/b)|
> (IIWllLip(b' ™% — 1) = b~ “e)[x/b —y/b,

ce qui prouve que ||g|Lip = [|W/|Lip(b?~™* —1) — b1~ %, et ce pour tout ¢ > 0. Ainsi, la propriété (i) est équivalente
au caractere lipschitzien de W. Il s’agit donc de prouver que W est lipschitzienne si et seulement si elle est dérivable
en au moins un point.

Si W n’est pas lipschitzienne alors x, u, h définis en 1 existent et donc le résultat de 2d est valide. Considérons alors
un éventuel x € R tel que W soit dérivable en x : on a W(y) = W(x) + (y —x)W'(x) + (y — x)ex(y — x) (cf. IV-1).
Soit J un intervalle ouvert quelconque contenant x : pour tout y € J on a [W(y) — W(x)| < UD{(W'(x)| + |lex|loo)

et donc sup(W(J])) — inf(W(])) = e(]? 0(6(])) contrairement a 2d. Ceci prouve que W est nulle part dérivable.

Si W est lipschitzienne alors elle est dérivable presque partout au sens de la mesure de Lebesgue. Ceci est
une conséquence du théoréme de Lebesgue suivant : toute fonction numérique & variation bornée sur un
intervalle est presque partout dérivable sur cet intervalle. 11 s’agit d’un théoréeme tres au dela du programme
des classes MP*, et on ne peut pas attendre des candidats qu’ils le connaissent. Il existe peut-étre une démonstration
élémentaire de la dérivabilité en au moins un point, mais je ne I'ai pas trouvée...

4) Soit W une fonction 1-périodique lipschitzienne non constante quelconque et g = W—TW. Donc g est 1-périodique,

lipschitzienne et puisque W = g + TW, d’aprés I-3b, W est la fonction associée a g par (1). De plus, g n’est pas
constante sinon W le serait.
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