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Préambule L’objet du sujet est d’étudier quelques propriétés mathématiques et algorithmiques
des ensembles convexes : le lemme de Farkas et la programmation linéaire, les fonctions de jauge et
le premier théoréme de Minkowski, les minima successifs et les réseaux admissibles, une technique de
réduction de base. Les applications de ces techniques sont nombreuses, notamment en optimisation
combinatoire, mais ne sont pas abordées dans le sujet.

Les deux premieres parties sont indépendantes. Les troisiéme et quatriéme parties s’appuient
essentiellement sur la deuxiéme. Le sujet n’est pas de difficulté progressive : chaque partie comporte
des questions relativement difficiles et, globalement, le sujet comporte peu de questions élémentaires.

Notations On se place dans ’espace vectoriel euclidien R™, muni du produit scalaire usuel. Si Z
est un vecteur de R™, on note x; sa i-éme composante, pour 1 < < n. Si ¥ € R" et ¥ € R", on note
Z.y leur produit scalaire. Les opérations portant sur des vecteurs sont & comprendre composante par
composante : ainsi, Z > 0 signifie z; > 0 pour tout ¢. Un vecteur peut étre considéré comme vecteur
ligne ou vecteur colonne selon le contexte, s’il n’y a pas ambiguité. Ainsi, pour £ € R™, 7 € R™ et
une matrice A de taille n X m, on note Ay le produit de A par ¥, ¥ étant considéré comme vecteur
colonne, et £A le produit de & par A, T étant considéré comme vecteur ligne. Enfin, on utilise les
notations ensemblistes suivantes : si S CR", T C R™", A € R et £ € R™, on note & + S ’ensemble
des vecteurs T 4 ¢ avec ¢ € S, AS ’ensemble des vecteurs Ay avec ¥ € S, et S + T I’ensemble des
vecteurs ¥ + Zavec y € Set 7€ T.



Partie 1. Lemme de Farkas et théoréme de dualité

Un ensemble K C R™ est convexe si VZ, 7€ K,VA e R, 0 <A< 1, Af+ (1 - N7 € K. Clest
un cone si VT, 7 € K, VA, u € RY, AT + puy € K. S’il existe une matrice C a coefficients réels, de
taille m x n, telle que K = {Z € R" | CZ < 6}, on dit que K est un cone polyédral. S’il existe
ai,...,am € R" tels que K = {Z e R" | £ = )", y;d; avec Vi, y; > 0}, on dit que K est le cone

engendré par dy,...,d,,. Dans ce cas, on peut aussi écrire K matriciellement : K = {Ay | ¥ > 0}
ou cette fois-ci A est de taille n X m et les @; sont les colonnes de A.

Question 1.1. Vérifier qu’un cone polyédral (respectivement engendré) est bien un céone. Montrer
que K est un cone si et seulement s’il est convexe et VT € K, VA > 0, A\¥ € K. Montrer qu’un céne
polyédral est intersection de demi-espaces, c’est-a-dire d’ensembles de la forme {Z € R" | ¢.Z < 0}.

Pour K C R™, on définit le polaire de K comme l’ensemble K* = {Z € R" |VZ € K, 2.7 < 1}.

Question 1.2. Montrer les propriétés suivantes : a) K* est convexe, b) K C (K*)*; c) si K est
un cone, K* est un cone et K* = {Z € R" | VZ € K, 2.2 < 0}; d) si K est un cone engendré, K*
est un cone polyédral ; e) si K est un cone polyédral, K = (K*)*.

Soit A une matrice réelle de taille n x m, n < m, de rang n et b de dimension n. On note
di,...,0m les colonnes de A et D = {d;,,...,d;, } un ensemble constitué de n vecteurs linéairement
indépendants parmi ces m vecteurs. On effectue les opérations suivantes :

Etape 1 : Ecrire b (de fagon unique) comme b= Z?zl fi; @i -

Etape 2 : Choisir, s'il existe, I'indice minimal h € {iy,...,4,} tel que up < 0, sinon STOP.

Etape 3 : Soit ¢ tel que c.d;; = 0 pour tout i; # h et ¢.ap = 1. Choisir, s’il existe, I'indice minimal
ke {l1,...,m} tel que €.dx < 0, sinon STOP.

Etape 4 : Remplacer D par D\ {a} U {@x} et reprendre a I'étape 1.

Question 1.3. On note K le cone engendré par les vecteurs (d;)1<i<m.-

1. Montrer que ’algorithme précédent est bien défini, que s’il stoppe a I'étape 2 alors be K et
que s’il stoppe a ’étape 3 alors il existe € tel que ¢.b < 0 et —c € K*.

2. Montrer que ’algorithme ne boucle pas. Indication : s’il existe deux itérations ¢ < j pour
lesquelles I'ensemble D est le méme, on pourra considérer le plus grand indice r tel que d,
quitte D (a litération p) et y retourne (a litération q) avec i < p < q < j et calculer Eq.g
avec b exprimé dans la base utilisée a I’étape p.

3. En déduire le lemme de Farkas : de deux choses 'une, soit il existe i > 0 tel que b= Ay,
soit il existe & tel que &b < 0, EA > 0 et &d; = 0 pour (n — 1) vecteurs @ linéairement
indépendants.

On admettra que le lemme de Farkas se généralise au cas ou A est une matrice quelconque : dans
ce cas, la condition portant sur ¢ est que ¢ est orthogonal a t — 1 vecteurs @; linéairement indépen-
dants ou t est le rang de (dy,...,dm, ) On sera également amené a utiliser I'énoncé (légérement
affaibli) suivant : il existe ¥ > 0 tel que b= A7 si et seulement si ¢4 < 0 implique . &b < 0.



Question 1.4.
1. En utilisant le lemme de Farkas, montrer que si K un est cone engendré alors (K*)* = K et
K est polyédral. Pour ce deuxiéme point, utiliser la condition supplémentaire du lemme de
Farkas portant sur ¢ : “C.d; = 0 pour t — 1 vecteurs a; linéairement indépendants”.

2. Montrer que si K est un cone polyédral, il est engendré. On pourra considérer un cone engen-
dré J tel que J* = K.

Question 1.5. On note I,, la matrice identité de taille n. Soit A une matrice réelle de taille n x m,
beR" et & R™. Montrer, en considérant la matrice ( A —-A I, ), de taille n x (2m +n), et le
lemme de Farkas, qu'’il existe T tel que AZ < b si et seulement si ?jl_; > 0 pour tout 7 > 0 tel que
A = 0. Montrer ensuite le théoréme de dualité suivant. Si {Z | AT < b} et {7 | 7> 0, 7A = &}
sont non vides alors :

max{¢.Z | AZ < b} = min{g.b | 7> 0, A = &}

Pour cela, on montrera, en utilisant la premiére partie de la question, qu’il existe T et § tels que :

A 0 o
0 tA b
0 -—tA ( z ) < ¢
_tg tg Y N —c
0o -1, 0

(Tous les vecteurs sont ici des vecteurs colonnes. On utilise la notation ' pour les transposer.) On
sera amené a distinguer deux cas selon qu’une certaine variable réelle, introduite par ’application
du lemme de Farkas, est nulle ou pas.

Partie 2. Corps convexes, normes et premier théoréme de Minkowski

1
Pour & € R™, on définit ||Z||, = (3=, |zi|")". On rappelle que pour r > 1, ||.||; est une norme.

Question 2.1. Soit la fonction ' définie par T'(z) = [;7*° e~t*~1dt.
1. Rappeler pourquoi la fonction T' est bien définie sur R** et ['(z + 1) = zI'(z).

2. Montrer que I'(p)I'(q) = T'(p + q) fol(l — t)P~149-14dt, par un calcul d’intégrale double et en
remarquant que 0 <t < 400, t < u < 400 si et seulement si 0 < u < 400, 0 <t < w.

Question 2.2. On note V,,(R) le volume de {£ € R" | ||Z||, < R}, la boule de rayon R en
dimension n pour la norme ||.||,. Etablir une relation entre V, ,(R) et V, (1) puis entre V, (1) et
Vrn—1(1) et montrer finalement que :

_{erg +yye
RCES

T
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A quoi est égal ce volume lorsquer =1,7 =27
Soit K C R™. On rappelle que & appartient & 'adhérence de K, notée K, si T est limite d’une

o
suite d’éléments de K et que T appartient a I'intérieur de K, noté K, s’il existe r > 0 tel que la
boule de centre & et de rayon r appartient a K.
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Question 2.3. Montrer que si K est convexe, son adhérence K et son intérieur K sont convexes.

N o o —
Montrer que si, de plus, 0 €K alors \AK CK si0 < A< 1et K C MK si A > 1. (Ne pas hésiter a
s’aider de dessins pour toutes ces propriétés.)

Un corps convexe est un convexe borné K tel que 0 E]O(. On lui associe la fonction de jauge f
définie par f(Z) =inf{\ | A > 0, £ € AK} pour tout & # 0 et f(0) = 0.

Question 2.4. Montrer que la fonction de jauge f d’un corps convexe K est bien définie et que :
(i) f(&)>0siT#0;

(ii) f(ad) = af(Z) sia > 0.

(iii) f(T+9) < f(@) + f(y) siT€R" et € R™.

Pour démontrer (iii), on commencera par montrer que Z/f(%) € K puis, en utilisant les résultats

] —
de la question 2.3, que T €K si et seulement si f(Z) < 1 et £ € K si et seulement si f(Z) < 1.

On remarque que lorsque K est symétrique par rapport a 0, c’est-a-dire & € K si et seulement
si —& € K, alors sa fonction de jauge f vérifie de plus f(aZ) = |a|f(Z), c’est donc une norme.

Question 2.5. Réciproquement, soit f une fonction de R" dans R satisfaisant les propriétés (i),
(ii) et (iii) précédentes. Montrer qu’il existe M > 0 tel que pour tout £ € R™, f(Z£) < M ", |z;|. En
déduire que f est continue en 0, puis sur R". Montrer enfin que lensemble K = {Z € R™ | f(Z) < 1}
est un corps convexe dont f est la fonction de jauge.

Lorsque f est une norme, donc lorsque f posséde en plus la propriété f(aZ) = |a|f(Z), il est
facile de voir que le corps convexe K = {Z | f(Z) < 1} est symétrique par rapport a 0. On suppose
que c’est le cas dans tout le reste de cette partie.

Question 2.6. Montrer que la fonction de jauge f* du polaire K* = {7 | VZ € K, 2. < 1} d’un
ensemble K est égal a f*(Z) =sup{Z.Z | £ € K}.

Dans la suite, on parlera de volumes sans se préoccuper de questions théoriques d’existence et
on notera Vol(K) le volume de K. On utilisera en particulier la relation Vol(AK) = A"Vol(K) en
dimension n pour tout A > 0.

Question 2.7. On suppose que Vol(K) > 1. Pour ¥ € Z™, soit Vz le volume de KN (Z+C) ou C
est le cube {7 € R™ | 0 < y; < 1,Vi}. En remarquant que Vol(K) = ) .7 V5 et en considérant les
intersections C N (K — &), montrer qu'il existe 71 € K et 23 € K tels que 21 — Z, € Z™.

Question 2.8. En considérant %K et en utilisant le fait que K est symétrique, montrer que si
Vol(K) > 2", il existe Z # 0 tel que & € Z" N K (premier théoréme de Minkowski). Montrer
que ceci reste vrai si Vol(K) > 2" et K est fermé.

Question 2.9. Montrer que inf{\ > 0 | (AK NZ") # {0}} = min{f(Z) | ¥ € Z" \ {0}} ou f est
la fonction de jauge de K. En déduire qu’il existe & € Z", Z # 0, tel que f(Z) < 2 Vol(K)~/.
Soit A une matrice carrée de taille n inversible. Montrer, par un changement de variable, qu’il existe
geZ, §#0, tel que f(&) < 2 Vol(K)~'/"|det(A)|/™ on Z = AjF.



Question 2.10. Soit A une matrice carrée de taille n inversible. Soit K = {Z € R™ | |z;| < 1, Vi}.
Montrer qu’il existe ¥ € Z", i # 0 tel que T = Ay vérifie |z;| < |det A|Y/™ pour tout i et donc
|xy - x,| < |det(A)|. En utilisant cette fois la fonction de jauge f(Z) =Y, |x;|/n et une inégalité
de convexité, montrer qu’on peut choisir 7 € Z" \ {0} pour que |z1 ---z,| < |det(A)|n!/n™.

Question 2.11. Soit A une matrice de taille n telle que |det(A)| =1 et ¢, ..., ¢, des réels de
produit égal 4 1. Montrer qu'’il existe § € Z™, § # 0, tel que pour tout i, |z;| < ¢ on & = Ay. En
déduire le résultat d’approximation simultanée suivant : pour tous réels ay, . .., a, et N > 1, il existe
un entier positif non nul ¢ < N et des entiers p1, ..., pn tels que, pour tout i, |a; — %| < N~1-1/n,

Partie 3. Minima successifs et réseaux admissibles

Soit K C R™ un corps convexe symétrique par rapport a 0 et f sa fonction de jauge associée.
On définit les minima successifs \;(K), pour 1 < i < n, de la fagon suivante :

A(K) = inf{\ | dim(AK NZ") > i}

ou dim(F) est la dimension de I’espace vectoriel engendré par les vecteurs de E. En d’autres termes,
Ai(K) est le plus petit A tel que AK contienne 7 vecteurs entiers linéairement indépendants. On a
bien str A (K) < ... < A\ (K). S’il n’y a pas ambiguité, on notera simplement A; au lieu de A\;(K).

Question 3.1. Montrer qu’on peut définir n vecteurs entiers &1, ..., Z, linéairement indépen-
dants, tels que f(Z;) = \; et f(&;) est la plus petite valeur de f(Z) pour Z dans Z" qui n’est pas
combinaison linéaire de Ty, ..., Ti_1.

Soit @y, ..., d, une base de R™. L’ensemble A des combinaisons linéaires entiéres de ces vecteurs
est appelé réseau engendré par (ou de base) @y, ...,d,. Matriciellement A = {Z | £ = Ay, y € Z"}
ou A est la matrice dont les colonnes sont les d@;. On dira aussi que A est une base de A.

Question 3.2. Montrer que si A et B sont deux bases d’'un méme réseau A alors il existe une
matrice carrée () entiére, d’inverse entiére, tel que B = AQ. En déduire que | det(A)| ne dépend pas
de la base A d’un réseau. On I’appelle le déterminant du réseau, noté det(A).

Soit K un corps convexe symétrique par rapport a 0. On dit qu’un réseau A est admissible
pour K si K N A = {0}. On définit A(K) = inf{det(A) | A admissible pour K}.

Question 3.3. Montrer que I'inégalité 2" A(K) > Vol(K) est une reformulation du premier théo-
réme de Minkowski.

Soit K tel que Vol(K) < 1. Pour un nombre premier p et 4@ € Z™ tel queu; = 1 et 0 < u; < p pour
2 <1 < n, on définit le réseau A(p, @) de base @, (0,p,0,...,0), (0,0,p,0,...,0), ..., (0,...,0,p).

Question 3.4. Montrer que, pour p fixé, pour tout ¥ € Z™ tel que vi n’est pas un multiple de p, il
existe un unique réseau A(p, @) contenant v. En déduire queY = {¥ € Z™ | v n’est pas multiple de p}
est union disjointe de p"~! ensembles A(p, @) NY .



On consideére, pour chaque & € p_("_l)/"Z" (c’est-a-dire tel que p("_l)/"'f est entier), le cube
Cyz=T+p = D/"C on C est le cube {ff € R™ | 0 < y; < 1,Vi}. Ces cubes, tous de volume p~(n=1)
forment une partition de R™ et, si #S5 représente le nombre d’éléments d'un ensemble fini S, on a :

lim p " Vg{z e p~ " V/"Z" | KN Oz # 0} = Vol(K) < 1

p——+00

résultat intuitif que ’on admettra.

Question 3.5. Montrer que si p est choisi suffisamment grand, il existe un réseau A(p, @) tel que
#(K N p~=V/n(A(p, @) NY)) < 1, clest-a-dire (p"~V/"K) N (A(p,@) NY) = 0. De plus, si p est
suffisamment grand pour que |z;| < p/™ pour tout T € K, alors (p"~V/"K) N A(p, @) C {6} En
déduire qu’il existe un réseau admissible pour K de déterminant 1.

Question 3.6. Soit K de volume quelconque. Montrer que A(K) < Vol(K).

Partie 4. Réduction de base de Lovasz et Scarf

Dans cette partie, K C R"™ est un corps convexe et on note f sa fonction de jauge associée.
p ) p J

—

Etant donnée une base (51, ..., by) du réseau Z", on définit n fonctions f;, pour 1 < i < n, par
fl(f) = mf{f(53'+ arby + ... ai—lbi-—1> l a1 €ER,... a1 € R} Par définition, f1 = f.

Question 4.1. Montrer que f;(Z) = g;(m;(Z)) ou m; est la projection sur I’espace vectoriel engendré
par b;, ..., b,, parallélement a by,...,b;_1, et g; est la fonction de jauge associée a m;(K).

Question 4.2. Montrer que si fl(gl) < fg(gg) <...< fn(b_,;) alors by atteint le premier minimum
successif, c’est-a-dire f(b1) = A\ (K).

11 est difficile de trouver une base vérifiant les conditions précédentes. On s’intéresse alors a des
conditions plus faibles. Soit e € R, 0 < € < % On dit que la base (b1,...,by,) est réduite si pour
tout i, 1 <i<n:

(i) fi(biz1 + pub;) > fi(bir1) quel que soit p € Z.
(i) fi(bit1) = (1 =€) fi(by).
Pour construire une base réduite pour n > 2, on applique ’algorithme suivant.
Etape 1 : Soit (51, e ,gn) une base de Z™, par exemple la base canonique, et poser 7 = 1.
Etape 2 : Remplacer 5i+1 par I;H_l + /,Ll_;i tel que fi(gi+1 + pgi) soit minimal.
Etape 3 : Si fi(l—;i+1) <(1- e)fi(gi), échanger b; et gi+1, et remplacer ¢ par max(1,¢ — 1) ; sinon
remplacer ¢ par ¢ + 1.
Etape 4 : Si i < n, aller a 'étape 2 sinon STOP.

Question 4.3. Montrer que cet algorithme finit par s’arréter et construit bien une base réduite.

On admettra que lorsque K est de la forme {Z € R™ | AZ < b} ou A est une matrice entiére
de taille n x m et b € Z™, alors on sait implanter cet algorithme par des techniques reliées aux
résultats de la partie 1.



Question 4.4. En remarquant que fiy1(bis1) = min{f;(biy1 + ob;) | @ € R}, montrer que si
(b1,...,by) est une base réduite, alors pour tout i, 1 < i < n, fiz1(bit1) > (% —¢€) fi(b;), puis que
M(K) < f(b) < M(E) (3 — o)l

On dit qu'une base (¢, . .., ¢,) de Z™ est propre si, pour tous ¢ et j tels que j < ¢, les fonctions f;
définies a partir de cette base vérifient f;(¢; + puc;) > f;(¢) quel que soit p € Z.

Question 4.5. Soit (51,...,gn) est une base de Z™. Montrer que, quels que soient p;; € Z",
J < i, la famille (¢i,...,¢y) définie par ¢; = b; + 23;11 pijb; est une base de Z" telle que les

fonctions f; définies a partir de la premiére base sont les mémes que celles définies a partir de la

seconde. Montrer qu’il existe p; j, j < 1, tels que la base (¢, ..., Cn) soit propre et qu’elle est réduite
si la base (by,...,by) Dest.
Dans la suite, on suppose que (51, .. ,l_;n) est une base réduite de Z".

Question 4.6. On suppose d’abord que (51, ceey l_;n) est réduite propre. En s’inspirant de la dé-
monstration de la question 4.4, montrer par une récurrence descendante sur j que, pour tout j < 1,

fib) < filbr) + %(fi_1(51_1)+.--+fj<5j)), puis fi(b;) < fi(bi)(3 — €)™ et enfin N(K) <

fi(gi)(% — €)17%. Pourquoi cette derniére relation est-elle vraie méme si la base n’est pas propre ?

Question 4.7. Soient ¥; = Z;Ll xi7jgj, 1 <7 < n, n vecteurs linéairement indépendants tels que
f(Zi) = Mi(K). Montrer que pour tout i, il existe j < i < k tels que z;j # 0. En considérant, pour
i fixé, le plus grand k tel que z; 1, # 0 et j < i < k, montrer que A\;(K) > X\;(K) > fl(l_);)(% — €)™t

On obtient donc un algorithme, basé sur la fonction de jauge d’un corps convexe polyédral K,
pour ’approximation de ses minima successifs.



