On appelle alphabet tout ensemble fini non vide. Si A est un alphabet, on
appelle ses éléments des lettres. Un mot u sur I'alphabet A est une suite finie de
lettres de A. La longueur de cette suite est appelée la longueur du mot, notée
|u|. Par exemple, si A = {a, b}, u = aab est un mot de longueur 3 et v = baababa
est un mot de longueur 7.

Par convention, on considere aussi une suite de longueur 0, appelée le mot
vide et notée 1. On note A* 'ensemble de tous les mots sur 'alphabet A, y
compris le mot vide.

On appelle monoide tout ensemble M muni d’une loi de composition interne
associative et contenant un élément neutre (noté 17). Si A est un alphabet, A*
muni de la concaténation est un monoide. On rappelle que la concaténation de
deux mots u et v, notée uv, est la suite de lettres qui commence par la suite
u et continue avec la suite v. Pour les mots u et v cités en exemple ci-dessus,
on a uwv = aabbaababa. Si w est un mot et k est un entier strictement positif,
on note w* la concaténation de k copies de w. On peut ainsi écrire u = a2b et
v = ba(ab)?a = ba?(ba)?.

Si M (muni de Popération ®) et N (muni de I'opération ®) sont des monoides,
un morphisme ¢: M — N est une application telle que ¢(157) = 1 et telle que
o(xOy) = p(z)Rp(y) pour tout z,y € M. Un isomorphisme est un morphisme
bijectif.

Soit G un monoide, muni de 'opération ®. Un élément = € G est dit inver-
sible s’il existe y € G tel que x ©y = y © * = 1g. Dans ce cas, y est unique
et est appelé I'inverse de z, noté z—!. Rappelons qu’un groupe est un monoide
dans lequel chaque élément est inversible.

On notera card(X) le cardinal d’un ensemble fini X, c’est-a-dire le nombre
d’éléments de X.

Dans ce sujet, on étudie les groupes libres. Ces groupes se caractérisent par le
fait qu’ils sont entierement déterminés par un ensemble de générateurs abstraits
(ce qui justifie la terminologie, puisqu’ils sont libres de toute relation entre leurs
générateurs). On examinera des propriétés élémentaires des groupes libres et
quelques problemes algorithmiques les concernant. Le probleme s’acheve par la
démonstration du fait que tout sous-groupe finiment engendré d’un groupe libre
est lui-méme un groupe libre.

Note : les questions d’algorithmique sont sans doute a reformuler. Je ne suis
pas str de ce qu’on peut admettre comme connu en matiere d’algorithmique et
de complexité. . .

1 — PRELIMINAIRES

Dans cette partie, on reprend quelques propriétés élémentaires des monoides
et des groupes.

Question 1.1 Soient M (muni de lopération ®) et N (muni de lopération ®)
des monoides. Soit p: M — N un morphisme.



1.1.1 Montrer que si ¢ est un isomorphisme, alors ¢ ': N — M est un
morphisme.

Solution. Par définition, ¢ est un morphisme bijectif. En particulier, on
a o(1m) = 1n et donc gofl(lN) = 1p. Soient maintenant z,y € N : on
veut comparer ¢ ' (z ®y) et o (z) ©@ ¢ (y). On a

e (@) 0T W) = vl (@) @p(p T (v) =z ®yY,

donc o™ (z) © o (y) = ¢ (x ®y), ce qui conclut la preuve.

1.1.2 Montrer que si M et N sont des groupes et si x € M, alors ¢(z7 1) =

()"

Solution. Par définition d’un morphisme, ¢(z) ® p(z™') = p(z @z~ ")
¢(1p) = 1n. Symétriquement, ¢(z~ ') ® ¢(x) = 1y et donc p(z~ ') =

(@)~

Si M est un monoide pour la loi de composition ® et si N est une partie de
M, on dit que N est un sous-monoide de M si 1y € N et si pour tout z,y € N,
onax@®y € N.Side plus M est un groupe et si N est un sous-monoide tel que
pour tout € N, on a z~' € N, on dit que N est un sous-groupe de M.

Question 1.2 Soit R une partie d’un monoide M.

1.2.1 Soit R* l'ensemble consistant en l’élément neutre 1p; et les produits
d’éléments de R, c’est-a-dire les éléments 11 © --- @ ry avec n > 1 et chaque
r; € R. Montrer que R* est un sous-monoide de M, qut est minimal pour
Uinclusion parmi tous les sous-monoides contenant R.

Solution. Il est évident par définition que R* est un sous-monoide. Si N
est un sous-monoide de M contenant R, alors M contient 157 et tous les
produits, de longueur arbitrairement grande, de ses éléments. En particu-
lier, N contient les produits d’éléments de R, et donc R* C N.

1.2.2 Supposons que M est un groupe et soit R~1 = {r=% | r € R}. Montrer
que (RUR™1)* est un sous-groupe de M, qui est minimal pour linclusion parmi
tous les sous-groupes contenant R.

Solution. Par la question précédente, (R U R*) est un sous-monoide de
M. 11 faut montrer que c’est un sous-groupe, la minimalité se vérifiera
alors comme ci-dessus. Pour cela, considérons un élément quelconque de
(RUR"), soit t = r1 ®---Orn avecn > 1 et r; € RUR™! pour
tout 1 < ¢ < n. Alors pour tout i, 7';1 est aussi dans R U R™!. Par
conséquent y = ;' @ --- ®@ 7" € (RUR*). Enfin on vérifie facilement
quexzOQyYy=yOx=1y.

Dans ce dernier cas, on appelle (RU R™1)* le sous-groupe engendré par R.

2 — MoTS REDUITS



Pour le reste du probléme, on fixe un alphabet A. Pour chaque lettre a € A,
on introduit une nouvelle lettre a et on note A I'alphabet {a | a € A}U{a|a €
A}. On étend I'application a — a & A en posant a = a for each a € A.

Soient u,v € A*. On dit que u se réduit en une étape en v, noté u N v, si
u s’écrit u = ujadus et v = ujus avec a € A et uy, us € A*.

Si k > 1, on note u "5 0 571l existe des mots ug, . .., ur € A* tels que u = ug,

1 ) 0 .
v = ug et u; — u;41 pour i =0,1,...,k — 1. On note encore u — v si u = v,
<k o o
u = v s'il existe £ < k tel que u N v, et u —> v §'il existe k tel que u LY
Enfin, on dit qu'un mot u € A* est réduit s’il n’existe aucun mot v tel que
u— v, c’est-a-dire si u ne contient pas deux lettres consécutives de la forme
aa avec a € A. En particulier, le mot vide est réduit.

Soit F'(A) l’ensemble des mots réduits de A*. On va montrer que tout mot

se réduit en un mot réduit unique.

Question 2.1 On commence par montrer [’existence d’une réduction en un mot
réduit.

2.1.1 Soit o -
u = abaabbaabbaaaabbaab.
Calculer un mot réduit v tel que u — v.

Solution. abaab

2.1.2 Montrer que pour tout mot u € A*, il existe un mot réduit v tel que

o'}
u—"2.

Solution. On procede par récurrence sur |u|. Si |u| < 1, alors u est réduit
oo . ’ .
et u—wu. Supposons maintenant le résultat vrai pour les mots plus courts
. PR oo . 5 P
que u. Si u est réduit, alors u — wu. Si u n’est pas réduit, alors u peut
I _ P 7 1
s’écrire u = u'aau’ avec a € A et u',u” € A*. On a alors u — u'u”, et
comme ce dernier mot est plus court que u, il existe un mot réduit v tel

oo . oo . . 7
que u'u” == v. Mais alors u — v, ce qu’il fallait démontrer.

Question 2.2 Soient u,x,y € A*. Montrer que si u Lretu-ts y, alors il

. <1 <1
existe z tel que vt — z et y — 2.

Solution. Par hypothese, il existe des lettres a,b € A et des mots u1, Uz,
us, uq tels que

U = uiaduz, T = Uiz, U = usbbus, v = usug.

On distingue 5 cas, selon les longueurs respectives de u1 et us.
(1) Si |ui]| < |uz| — 2, alors il existe un mot v tel que uz = wiaav et
u2 = vbbug. Si on pose z = u1vVu4, ON a




_ 1
Yy = uUsU4 = U1AAVU4 —> U1VU4 = Z.

(2) Si |ui| = |us| — 1, alors b = @, us = u1a et uz = bus = aua.

Par conséquent, * = uiaus = y et on pose z =z = y.

(3) Si |ui| = |us], alors w1 = us, a = b et uz = ua4, si bien que x = y et on
pose z = = y.

Les cas (4) et (5), out |u1| = |uz| + 1 et |ui| > |us| 4+ 2 sont duaux des cas
(2) et (1) respectivement.

Question 2.3 Montrer que pour tout mot u € A*, il existe un unique mot
réduit v tel que u — v.

Solution. Supposons que u ELvet u -0 avec v et v réduits. On
montre par récurrence sur |u| que v =v'.

Si Ju| < 1, alors u = v = v’ (et k = £ = 0). Supposons maintenant que
|u] >2.Sik=0o0uf=0, alors u est réduit, k=£=0et u=v =0

Sik,?¢ > 1, alors il existe des mots x, y tels que w2y et u#yﬂfu',
avec par conséquent |z| < |u| et |y| < |u|. Appliquons la question 2.2 :

. . <1 <1 . . .
il existe un mot z tel que * = z et y = 2. Puis la question 2.1.2 : il

. , . ’ ooy . [eS] ooy
existe un mot réduit z’ tel que z — 2’. Mais alors ©* — v et * — 2’, par
hypothése de récurrence il s’en suit que v = 2z’. Symétriquement, v' = 2’
et donc v = v'.

On note p(u) Punique mot réduit tel que u—=p(u) et on note p: A* — F(A)
Papplication u — p(u).

Question 2.4 Donner un algorithme pour calculer le mot p(u), étant donné
u € A*. Estimer la complexité de cet algorithme en fonction de la longueur
n = |ul.

Solution. Deux solutions viennent a ’esprit. La premieére, moins efficace,
consiste a lire le mot u de gauche & droite pour repérer puis éliminer
des lettres aa consécutives, puis de répéter cette procédure jusqu’'a ce
qu’aucune simplification ne soit plus possible. Chaque lecture prend un
temps O(n), chacune diminue la longueur d’au moins deux unités, et donc
lalgorithme termine aprés au plus n/2 lectures, soit une complexité en
O(n?).

La seconde utilise un mécanisme de pile : on lit le mot u de gauche a
droite, et on écrit a ses cotés un mot v sur le méme alphabet. Au début v
est le mot vide. Lorsqu’on lit un caractere a € A dans u, soit la derniere
lettre de v est différente de a et on rajoute a a la fin de v; soit la derniere
lettre de v est a et on efface cette derniére lettre de v. A la fin, le mot v
est égal & p(u). La complexité de cet algorithme est O(n).

3 — GROUPES LIBRES



On étend maintenant 'application ¢ — a a A* en posant

1 = 1,

ajag - an = CLn"'C_LQC_LlSial,...,CLnEA.
On définit une loi de composition sur F'(A) en posant u ® v = p(uv).

Question 3.1 Montrer que F(A), muni de lopération ®, est un groupe.

Indication. On pourra montrer dans un premier temps que si u, v, w € A*, alors

u® (v Ow) = pluvw).

Solution. On se convainc que si u, v, z,y € A* et u = v, alors Tuy ——
xvy. Soient alors u,v,w € F(A) : on a uwvw —> up(vw). Par unicité de
la réduction, on en déduit que p(uvw) = p(uplvw)) = v O (v O w).
Par symétrie, p(uwvw) = (u ® v) ® w, ce qui démontre P'associativité de
l'opération ©.

Il est immédiat que le mot vide 1 est un élément neutre. Enfin, pour tout
mot u € F(A), u est aussi un mot réduit (c’est-a-dire que @ € F(A)) et

p(ui) = 1. On a donc @ = u™t.

On appelle F(A) le groupe libre sur A. On appelle groupe libre tout groupe

isomorphe & un groupe de la forme F(A).

Question 3.2 Sous quelles hypothéses le groupe F(A) est-il commutatif (c’est-

a-dire tel que u © v = v © u pour tout u,v € F(A))?

Solution. Si A a au moins deux éléments a et b, alors ab et ba sont deux
mots réduits distincts, donc F(A) n’est pas commutatif. Si A = {a}, les
mots réduits sont les mots de la forme 1, a™ et a” (n > 0). Il est facile de
vérifier qu’alors F'(A) est commutatif (et isomorphe au groupe (Z, +)).

uestion 3.3 Soit G un groupe et soit ¢': A — G une application. Montrer
tion 3.3 Soit G g t soit ¢': A G lication. Mont

que ¢’ admet un unique prolongement en un morphisme p: F(A) — G.

Solution. On commence par étendre ¢’ & A en posant ¢'(a) = ¢'(a)”!

pour tout a € A. Puis on définit une application ¢: F/(A) — G de la fagon
suivante : (1) = 1g et si u = a1---a, € F(A) avec les a; € A, alors
p(u) = ¢'(a1) - ¢'(an).

Notons que si u = a1 ---a, € F(A) avec les a; € A, alors p(u) = u et
donc u = a1 ® -+ ® an. Il s’ensuit que que tout prolongement de ¢’ en
un morphisme ¢ vérifie nécessairement I'égalité ¢(u) = ¢’ (a1) - ¢ (an),
c’est-a-dire qu’on a établi 'unicité de ¢, si ¢ existe.

11 faut maintenant de montrer que ¢ est un morphisme. Soient u, v € F(A)
et soit ¢ le plus long préfixe (segment initial) de v tel que ¢ est un suffixe
de u. On a alors u = pq, v = qr et u ® v = pr. Par conséquent, au vu de
la question 1.1.2

p(uev) = p(pr) = eP)e(r) = p(P)e(q)

ce qui conclut la preuve.



Autre preuve. On note que ¢ peut étre défini de la méme fagon sur le
monoide (AU A)* et que sur ce monoide, ¢ est clairement un morphisme.
On montre ensuite (directement depuis la définition) que w v im-
plique p(u) = @(v). Mais alors u —» v implique p(u) = @(v) et en
particulier p(u) = @(p(u)). II s’ensuit que p(u © v) = p(p(u)p(v)) =
e(p(u)p(p(v)) = p(u)p(v).

Dans la situation de la question 3.3, on dit que le morphisme ¢ est induit
par Papplication ¢’. Dans la suite, on utilisera librement le résultat de cette
question : toute application de A dans un groupe G induit un unique morphisme
de F(A) dans G.

4 — RANG D’UN GROUPE LIBRE

Soit X une partie finie non vide de F(A). On dit que X est une base de
F(A) si, étant donnés un alphabet B de méme cardinal que X et une bijection
¢':B — X, le morphisme ¢: F(B) — F(A) induit par ¢’ est un isomor-
phisme. On admettra que cette condition ne dépend pas du choix de l'alphabet
B et de la bijection ¢'.

En particulier, 'ensemble A est une base de F'(A). Le but de cette partie est
de montrer que toutes les bases de F'(A) ont le méme cardinal.

Question 4.1 Supposons que A = {a,b}.

4.1.1 Soient x = aba ety = ab. Exprimer a et b comme produits d’éléments de
la forme x, =1, y et y=1 (pour lopération ®), et en déduire que X = {aba,ab}
est une base de F(A).

Solution. On observe que @ =y ' ® z et donc a = 2~ ® y. Il suit que
b=alo0Oy=y'0z0ov.

Soit B = {c,d} et soit la bijection ¢': B — X donnée par ¢ — =z et
d — y. Soit ¢': A — B donné par a — &d et b — dcd. Enfin, soient
¢ et 1 les morphismes induits par ¢’ et 1)’ respectivement. Notons que
poy(a) = a et po(b) = b. L'unicité du morphisme induit par une
application (établie dans la question 3.3) implique que p o) = idp(4). De
la méme facon, on vérifie que 1 o p = idp(py. Par conséquent ¢ et 1) sont
des isomorphismes et X est une base de F'(A).

4.1.2 Montrer que {abab, baba} n’est pas une base de F(A). On montrera par
example que si B = {c,d} et ¢': B — F(A) est tel que ¢'(c) = abab et ¢'(d) =
baba, alors le morphisme induit p: F(B) — F(A) n’est pas surjectif.

Solution. On note que dans ¢'(c) et ¢'(d), la somme des puissances de
a est nulle, de méme que la somme des puissances de b. Il en va donc
de méme pour tous les éléments de F'(A) obtenus comme produits de ces
éléments et de leurs inverses. Cela montre que le morphisme ¢ n’est pas
surjectif et donc pas un isomorphisme.



Pour tout alphabet A, on considére un espace vectoriel V(A) (sur R), de
dimension card(A) et une base E de V(A). En particulier, F a le méme cardinal
que A et on considere une bijection k’y: A — E. Comme V(A) muni de 'addi-
tion est un groupe, on peut considérer le morphisme k4: F(A) — V(A) induit
par Papplication ;.

Question 4.2 Soient A et B deux alphabets et soit p: F(A) — F(B) un mor-
phisme.

4.2.1 Montrer qu’il existe une application linéaire $: V(A) — V(B) telle que
KB oy = QokKy, comme dans la figure 1.

F(A)—7% > F(B)
R A KB
V(A) - > V(B)

F1a. 1 — L’application linéaire ¢ définie par ’homomorphisms ¢

Solution. Pour tout a € A, posons e, = ka(a) et fo = kp(p(a)). Puisque
E = {ea | a € A} est une base de l'espace vectoriel V(A), on sait qu’il
existe une et une seule application linéaire ¢ de V(A) dans V(B) telle
que @(eq) = fa. Si on considere V(A) et V(B) (munis de laddition)
comme des groupes, cette application linéaire est aussi un morphisme.
Par conséquent, ¢ o k4 est un morphisme, qui coincide sur A avec kp o .
L’énoncé d’unicité de la question 3.3 permet de conclure.

4.2.2 Montrer que si le morphisme ¢: F(A) — F(B) est surjectif, alors
card(B) < card(A). Pour cela, on pourra montrer que l'application linéaire ¢
est surjective.

Solution. Par construction, I'image de xp contient une base de V(B).
Si ¢ est surjectif, alors I'image de kp o ¢ contient une base de V(B). Or
KB O = Poka, par conséquent I'image de ¢ contient une base de V(B).
Les propriétés classiques des applications linéaires permettent de conclure
que ¢ est surjective.

Il s’ensuit que dim(V(A)) > dim(V(B)) et par conséquent card(A) >
card(B).

4.2.3 Montrer que toutes les bases de F(A) ont le méme cardinal.

Solution. Si X est une base de F(A) et si B est un ensemble de méme
cardinal que X, alors par définition F'(A) et F(B) sont isomorphes. La
question précédente montre qu’alors card(A) = card(B) et donc card(A) =
card(X). Donc toutes les bases de F/(A) ont card(A) éléments.



Le cardinal commun de toutes les bases de F'(A), a savoir card(A), est appelée
le rang de F'(A). Si G est un groupe isomorphe & F(A), on dit que G est un
groupe libre de rang card(A). Si ¢: G — F(A) est un isomorphisme et si B est
une partie de G telle que ¢(B) est une base de F'(A4), on dit que B est une base
de G.

Question 4.3 Soit A = {a,b}, soit C ={c1,...,cn} un alphabet a n éléments
(n > 1) et soit p: F(C) — F(A) le morphisme induit par Uapplication ¢; —
a'va' (i€ {1,...,n}.

4.8.1 Montrer que si i € {1,...,n} et k est un entier relatif non nul, alors
o(ck) = a'bFa’. (Sik <0, b* dénote le mot bl*!.)

Solution. On peut procéder par récurrence : vrai pour k = 1 par définition.
Sik >1etp(ch) =adta’, alors p(cFt) = p(cF) © p(c;) = (a'bFa’) ©

(a'ba’) = p(a'b*a‘a’ba’) = a'b*ba’ = a'b*'a’.

[La récurrence n’est pas nécessaire : on peut aussi dire que @(cf) est la

kieme puissance (pour 'opération ©) de ¢(c;), qui est égale & p((a'ba’)*).

Comme p(a‘a’) = 1, il suit que @(cf) = p(a’d*a’) = a'b*a’.]

Donc la formule est vraie pour tout k > 1. De plus, ¢(c; *) = ¢(c;) ™% =

(0(ci)™H)F. Or ¢(c;)™' = afba’ = a'ba’. Par le méme raisonnement que

ci-dessus, on montre que o(c; *) = p(a'b*a’) = a'b*a’ = a'b~*a'.

4.3.2 Montrer que p est injectif.

Solution. Soit  # 1 dans F(C). Alors le mot réduit = s’écrit de fagon

unique sous la forme suivante, x = cfll cfj ~~~cf:, ou chaque kp est un
entier non nul (positif ou négatif) et ol 4, # ip41 pour tout 1 < h < r.
D’aprés la question précédente, go(cf:) = a"b*rg' pour tout h. Alors

(z) est I'image par p de la concaténation des a’hbr @ Notons que

p(ahain+1)y = ahtt Sl th41 = Th
ath Tt gl g < dp,

ce que l'on peut résumer dans tous les cas par la formule p(a‘ra'r+1) =
a*h+17*h Mais alors

p(z) = p(a“b’“laifil BE ... gir—ir—1 bkraﬂ;).

Vu les hypotheses faites sur les kj, et les ip, ce mot est réduit et donc égal
a ¢(z). On en déduit immédiatement que si x € ker ¢, alors z est le mot
vide, c’est-a-dire que ker ¢ = {1} et donc ¢ est injectif.

4.3.3 En déduire qu’un groupe libre de rang 2 admet comme sous-groupes des
groupes libres de tout rang fini.

Solution. Soit H = ¢(F(C)) : H est un sous-groupe de F(A) et comme
¢ est injectif, H est isomorphe & F(C). Finalement F(A) est de rang
2 (puisque A a 2 éléments); de méme, F(C) est de rang n (n choisi
arbitrairement) et donc H est de rang n.



On peut s’en tenir 1, c’est-a-dire se contenter de montrer que F'(A) admet
comme sous-groupes des groupes libres de tout rang fini. Si on veut étre
plus conforme au texte de la question, on considére un groupe libre de rang
2, disons G. Par définition, il est isomorphe & F'(A), soit ¢: F(A) — G
un isomorphisme. Si H est un sous-groupe de F'(A) qui est libre de rang
n, alors ¢(H) (qui est isomorphe & H) est un sous-groupe de G qui est
libre de rang n.

5 — REPRESENTATIONS DES GROUPES LIBRES

Les questions de cette partie donnent deux représentations d’un groupe libre
F(A), c’est-a-dire des morphismes injectifs de F'(A) dans un autre groupe, moins
abstrait.

Question 5.1 Dans cette question, on suppose que A = {a,b}. Soit GLy le
groupe des matrices carrées d’ordre 2 inversibles, a coefficients réels et soient

(b))

Montrer qu’il existe un morphisme injectif o de F(A) dans GLa, tel que p(a) =
a et (b) = .

Indication. On pourra considérer les quatre régions du plan Y, Ya, Yb et Y;
décrites ci-dessous, et leurs images par les applications linéaires o, ™', 3 et

gt
Y. {
Yfl — {
v, = {
o= A

On comparera ensuite Im(p(u)) et Im(p(c)) lorsque w € F(A) est un mot réduit
et ¢ est la premiére lettre de u.

Solution. L’existence et 'unicité de ¢ sont déja acquises et il faut mon-
trer Uinjectivité, c’est-a-dire montrer que ker ¢ = {1}.

On vérifie d’abord que 'application linéaire o envoie Yg, Y} et Yz dans Y,
et Yz dans Yz U Y, U Yy, Réciproquement, o~ ! envoie Ya, Y, et Y3 dans
Ya, et Y, dans Y, UY, U Y;.

De méme ( envoie Y, Y, et Yz dans Y, et Yz dans Yz U Y, U Ys; et
réciproquement 37! envoie Y3, Y, et Yz dans Y;, et Y} dans Y, UY, U Ya.
(Note : c’est toujours la méme formule : si ¢ € A, alors ©(c) envoie trois
régions, dont Y., dans Y. et envoie Yz dans trois régions.)

Une fagon de procéder a ces vérifications est de calculer les images des
vecteurs

Ua,b = (17 1)7 Up,p = (07 1)7 Ua,a = (170)7 Ug,p = (17 _1)

qui sont sur les frontiéres entre les domaines Y., voir la figure 2.



Y|

F1G. 2 — Les régions Yy, Yz, Y}, et Y3

Soit alors w un mot réduit non vide et considérons sa derniere lettre c,
u = u'c avec ¢ € {a,b,a,b}, disons ¢ = a. Comme ¢(a) = «a, ¢(a) envoie
Yo UY, UY; dans Y,. La derniere lettre de v/, disons d, ne peut pas étre
un a, donc p(d) envoie Y, dans Yy.

Une récurrence simple sur la longueur du mot « montre que (u) envoie
Y, UY, UY; dans un unique Yy (ou d est la premiere lettre de u) et par
conséquent o(u) n’est pas I'identité de R?. Ainsi x ¢ ker o, ker ¢ = {1} et
© est injectif.

On appelle série formelle sur A* 4 coefficients entiers une application R de
A* dans Panneau Z des entiers relatifs. 11 est commode de noter la série formelle
R comme la somme formelle R = 3 .. R,w, ot R, = R(w) est I'image de
w par 'application R. On note Z[A] Pensemble des séries formelles sur A* &
coefficients entiers.

Si w est un mot, on notera simplement w la série formelle dont tous les
coefficients sont nuls, sauf celui associé a w, qui vaut 1. On définit une addition
et une multiplication dans Z[A] de la fagon suivante. Soient R, S € Z[A], avec
R=3 caRowet =3 _,. S,w. On pose

R+S = Z (Ry + Sy)w
weA*

RS = Y () R.S,w.

wWEA* uv=w

On notera que dans la définition du produit RS, le coefficient de w, c’est-
a-dire la somme des R, S, tels que uv = w est une somme finie : en effet, pour
chaque w, il n’existe qu’un nombre fini de mots u, v tels que uv = w.

On admettra que 'addition et la multiplication de Z[A] sont associatives et
que la multiplication est distributive par rapport & ’addition, si bien que Z[A]
est un anneau. Attention : I'addition est commutative mais la multiplication
ne l'est pas. On note U(A) 'ensemble des éléments inversibles de Z[A], c’est-
a~dire I'ensemble des éléments u € Z[A] tels qu’il existe v € Z[A] satisfaisant
uv = vu = 1. On admettra que U(A), muni de la multiplication, est un groupe.

Question 5.2 Montrer que pour chaque a € A, la série formelle 14+a appartient
a U(A).
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Solution. Soit us =3, ~,(—1)"a". On vérifie que les produits u.(1+ a)
et (14 a)u, sont tous deux égaux a 1.

Question 5.3 Montrer qu’il existe un morphisme injectif ¢ de F(A) dans U(A),
tel que p(a) = 1+ a pour chaque a € A.

Indication : Pour cela, on pourra considérer I'image ¢(w) d’un mot réduit w €
F(A) : on peut regrouper dans Iécriture de w les occurrences consécutives d’'une méme
lettre, c’est-a~dire écrire w = c]'cy? - - - ¢;'" ou chaque ny, est un entier non nul (positif
ou négatif), chaque ¢, € A et oll ¢, # cpy1 pour tout 1 < h < 7. Quel est alors le
coefficient de cica - - - ¢, dans p(w)?

Solution. L’existence et 'unicité de le morphisme ¢ sont acquises et il
faut montrer son injectivité, c’est-a-dire que ker o = {1}.

On observe d’abord que sin > 0 et a € A, alors les coefficients de 1 et a
dans ¢(a™) = (1 4+ a)™ sont respectivement 1 et n. On observe aussi que
ces coefficients dans ¢(a™™) = ug sont respectivement 1 et —n (comme
dans la question précédente, u, = (1+a)™' =3, o (=1)"a").

Soit alors w un mot réduit non vide, que 'on peut écrire sous la forme
w = c]tcy? -+ ¢, o chaque ny, est un entier non nul (positif ou négatif),
chaque ¢, € A et ou ¢, # cpt1 pour tout 1 < h < 7. Alors le coefficient de
cice -+ - ¢r dans p(w) est égal & ni ---n, et par conséquent n’est pas nul.
11 en découle que w ¢ ker ¢ et donc que ker ¢ = {1}.

6 — MOTS CYCLIQUEMENT REDUITS ET CONJUGAISON

Soit u € A*. On dit que le mot u est cycliquement réduit si u est de longueur
nulle, ou si u =ayas---a, (n>1eta; € A pour tout i) et on a a;41 # a; pour
i1=1,...,n—1et a1 # a,. On observera que u est cycliquement réduit si et
seulement si le mot u? est réduit.

Question 6.1 Montrer que tout mot réduit u € F(A) admet une unique facto-
risation de la forme u = wow, ot v est cycliquement réduit.

Solution. Si |u| < 1, alors u est réduit et cycliquement réduit et la
décomposition de u est donnée par w = 1 et v = u. On suppose mainte-
nant que u = aq - - - a, avec n > 1.

Si u = wvw, alors pour tout ¢ < |w|, on a a; = @n—i+1. Si de plus v est
cycliquement réduit et |w| = j, on a aj4+1 # @n—j. On en déduit 'unicité
de la factorisation, si elle existe, puisque la longueur du facteur w est
entierement déterminée par wu.

Quant & ’existence, elle suit de méme : soit j le plus grand entier tel que
0<j<n/2etai=an-i+1 pour tout ¢ < j, soit w = an—j+1---an (le
mot vide si j = 0) et v = aj41---an—; (le mot vide si j = n/2). Alors v
est cycliquement réduit, @ = a1 - - - a; (le mot vide si j = 0) et u = wow.

On dit qu’un groupe G est sans torsion si, pour tout « € G différent de 1,
on a x™ # 1g pour tout entier n > 0.

Question 6.2 Déduire de la question 6.1 que F(A) est un groupe sans torsion.
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Solution. Soit u # 1 un élément de F'(A) et soit u = wvw sa décomposition
selon la question 6.1. On observe alors que pour tout n > 1, le mot wv™w
est réduit et on vérifie sans peine que u" = wv"w. Il s’ensuit que u" # 1.
On a ainsi démontré que F'(A) est sans torsion.

Soient u,v € F(A). On dit que u et v sont conjugués et on note u = v s'il
existe un mot w € F(A) tel que v =00 u ® w.

Question 6.3 Montrer que la relation de conjugaison = est une relation réflexive,
symétrique et transitive.

Solution. Réflexivité : u = p(1lul) = IOuO1 (ou u = p(tuu) = GOUOU).
Symétrie : siu =w Qv w, alors wWOQUOW=wOWEOUVO WO W = v.
Et comme w = w, la symétrie est démontrée.

Transitivité : siv =W QuQwet y=TOQvOzx,alors y=ZT O (WO u®
w)Ozr=(Zo0w)oud (wdx).Siz=wdz onaz= plw), donc
z = p(wz) = p(WT) = p(T w) = T © w. Par conséquent, y =Z O u O z, ce
qu’il fallait démontrer.

Question 6.4 Soient u et v deux mots cycliquement réduits non vides. Montrer
que u et v sont conjugués si et seulement si v est une permutation cyclique de
u, c’est-a-dire s’il existe des mots r,s tels que u =1rs et v = sr.

Solution. Si u = rs et v = sr, alors s @ v © s = p(5vs) = p(3srs) =
p(rs) = u (la derniére égalité puisqu’on suppose que w est réduit). Par
conséquent u = v.

Réciproquement, supposons que u,v sont cycliquement réduits et non
vides, et que u = v : il existe w € F(A) tel que v =w O u© w = p(Duw)
et on peut supposer w réduit et de longueur minimale.

Siw =1, alors v = u et on peut prendre r = u et s = 1. Supposons
maintenant que w n’est pas le mot vide. Comme u est cycliquement réduit,
les mots wu et uw ne peuvent pas étre simultanément non réduits (wu
est non réduit si et seulement si la premiere lettre de u est la méme que
la premiere lettre de w, disons a, mais dans ce cas, la derniére lettre de u
n’est pas a, donc wu est réduit). En revanche, comme v est cycliquement
réduit et v = p(wuw), il faut bien qu’il y ait de la réduction. Supposons
sans perte de généralité que wu n’est pas réduit et que uw 'est.

La réduction de wuw doit “consommer” tout w sans quoi p(wuw) ne sera
pas cycliquement réduit. Il s’ensuit que w est un préfixe de uw, c’est-a-dire
que uw = wu’ pour un mot v’ (de méme longueur que u).

Premier cas : |w| < |u|. Alors il existe w’ tel que u = ww' et v =
pwuw) = p(www'w) = p(w'w). Comme u = ww' est cycliquement réduit,
w’'w est réduit et donc v = w'w. 11 suffit de poser » = w et s = w’ pour
conclure.

Second cas : |w| > |u|. Alors w = uu” et v = p(@"auuu”) = p(a’uu").
Par minimalité de la longueur de w, on conclut a I’absurdité.

Question 6.5 Donner un algorithme pour décider si deuz mots u,u’ € F(A)
sont conjugués.
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Solution. La premiére étape de I'algorithme consiste a calculer la décom-
position selon la question 6.1 des mots u et v.

Pour le mot u, ce calcul est effectué récursivement de la fagon suivante :
on lit la premiere et la derniére lettre de w, soient a et b (dans A) Sib#a,
alors la décomposition est donnée par w = 1 et v = u. Si b = a, on calcule
la décomposition (w’,v") du mot obtenu & partir de u en supprimant la
premiere et la derniere lettre, et la décomposition de u est donnée par
w = aw’ et v =v'. Appelons ceeur cycliquement réduit de u le mot v.

La seconde étape est de considérer les coeurs cycliquement réduits v et v’
de u et u’. Alors u et v sont conjugués si et seulement si u’ et v’ sont
conjugués et d’apres la question précédente, c’est le cas si et seulement si
v’ est une permutation cyclique de u’, ce qui se vérifie directement.

7 — GROUPE FONDAMENTAL D’UN GRAPHE

On définit un graphe orienté A-étiqueté (on dira simplement un A-graphe)
comme une paire I' = (V, E) ou V est un ensemble fini, appelé ensemble des
sommets, et F est une partie de V x A x V', appelée ensemble des arétes. Il est
commode de représenter une aréte (u,a,v) par une fleche du sommet u vers le
sommet v étiquetée par la lettre a, comme dans la figure 3.

Fi1G. 3 — Un A-graphe & 6 sommets et 8 arétes

Sie = (u,a,v) € F, on note € le triplet € = (v, @, u). Soit E = EU{¢ | e € E}.
Un chemin dans le A-graphe I' est une suite finie de la forme

p= (Uo, at, U1)(u1, CL2,U2) s (un—l, Qnp, Un),

(n > 1) ou chaque (u;—1,a;,u;) € E. On dit alors que p est un chemin de ug a
Uy, de longueur n et d’étiquette le mot ajas---ay, € A*. Dans le A-graphe de
la figure 3, il existe par exemple des chemins de s & so étiquetés ab, abb, aba,
abaabd (il en existe une infinité d’autres), ainsi que des chemins étiquetés ababa
et abaaababa de sg A so.

Pour chaque sommet u, on considere par convention qu’il existe un chemin
de longueur 0 de u a u, appelé chemin vide en u.

On dit qu’un chemin p est réduit si p ne comporte pas deux arétes consécutives
de la forme (u,a,v)(v,a,u) avec (u,a,v) € E. Enfin, on dit que le graphe T est
réduit si, pour tout sommet u et toute lettre a € A, E contient au plus une aréte
de la forme (u,a,v) et au plus une aréte de la forme (v,a,u). Le A-graphe de
la figure 3 n’est pas réduit puisque deux arétes étiquetées a partent du sommet
S92.

Dans toute cette partie, on considere un A-graphe fini réduit T' = (V, E).
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Question 7.1 Montrer que [’étiquette d’un chemin est réduite si et seulement
st le chemin est réduit.

Solution. Soit p un chemin d’étiquette x. Si x n’est pas réduit, x = yaaz
avec Y,z € A* et a € A. Les arétes correspondantes aux lettres a et @ sont
de la forme (u,a,v)(v,a,w). Supposons que a € A : alors E contient les
arétes (u,a,v) et (w,a,v) et comme le graphe est réduit, on a u = w, ce
qui contredit le fait que le chemin p est réduit. (Méme raisonnement si
acA)

La réciproque est plus facile : si le chemin n’est pas réduit, il contient
deux arétes consécutives de la forme (u, a,v)(v, @, u), donc = contient deux
lettres consécutives de la forme aa, ce qui contredit le fait que x est réduit.

Question 7.2 Montrer que si x est l’étiquette d’un chemin du sommet s au
sommet t, alors p(x) est Uétiquette d’un chemin réduit de s a t.

Solution. Supposons que x est I’étiquette d’un chemin p de s a t et que
z —y. Alors 2 = 2’aaz” avec a € A et y = z'2”. Alors p se factorise
en p = p'(u,a,v)(v,a,w)p”, ou p’ est d’étiquette =’ et p”’ d’étiquette z”.

Comme T est réduit, on a u = w et donc p’p” est aussi un chemin, de s &

t, d’étiquette z'z” = y. On en déduit, par itération (ou par une récurrence
sur la longueur de la dérivation de x & p(x)) que p(x) aussi est 1'étiquette

d’un chemin de s a t.

Si sp € V est un sommet de I', on note G(T', s9) 'ensemble des étiquettes
des chemins réduits de sg a sg.

Question 7.3 Montrer que G(I', sg) est un sous-groupe de F(A) (c’est-a-dire
que G(T', sg) contient les produits de ses éléments et contient les inverses de ses
éléments).
Solution. Soient z,y € G(I',s0) et soient p,q des chemins de so & so,
d’étiquettes respectives x et y. Le chemin p va encore de sp a so et est
étiqueté z. Donc z € G(T', so).
Comme la concaténation pq est un chemin de so a so, d’étiquette zy, il
existe un chemin de so & so d’étiquette 2Oy = p(xy) d’apres la question 7.2
et donc z ®y € G(T, so).

On dit que le A-graphe I' est conneze si, pour tous sommets u,v de I'; il
existe au moins un chemin de u & v (et donc au moins un chemin réduit, d’apres
la question 7.2). On dit que I' est une forét si, pour tous sommets u,v de T,
il existe au plus un chemin réduit de u a v. Une forét connexe est appelée un
arbre.

Question 7.4 Calculer G(T', sg) lorsque T' est une forét.

Solution. Soit z € G(T', s0) et soit p un chemin de so & so d’étiquette x.
Siz # 1, soit a € A la premitre lettre de z et soit #’ tel que © = aa’.
La premiére aréte du chemin p est de la forme (so, a,u) et z’ étiquette un
chemin réduit de u & so. Donc Z’ étiquette un chemin réduit de so & u et
par définition d’une forét, ce chemin coincide avec laréte (so,a,u). Par
conséquent ' = @, ce qui contredit le fait que x est réduit.

Donc G(T', so) ne contient pas d’élément non trivial, G(T', so) = {1}.
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Pour le reste de cette partie, le A-graphe fini réduit I' = (V, E) est supposé
connexe et on fixe un sommet sg € V de I'.

StV CVet B CEN((V' xAxV’), ondit que le graphe IV = (V', E')
est un sous-graphe de T', et qu’il est couvrant si V. = V’. On parle enfin de
sous-arbre couvrant si de plus I' est un arbre.

Question 7.5 Montrer que I' admet un sous-arbre couvrant et donner un al-
gorithme de calcul d’un tel arbre.

Solution. Plusieurs solutions sont possibles. La premiére donnée ci-dessous,
est plus efficace (mais ce critére ne fait pas partie de la question), la se-
conde est plus facile a justifier.

L’algorithme construit une suite de sous-graphes de I' comme suit : on
part du sous-graphe T" = (V'  E') consistant en un seul sommet, so, et
pas d’arétes. A chaque étape, on passe en revue les arétes de E jusqu’a ce
qu’on en trouve une, disons (u,a,v), telle que u € V' et v € V' (cas 1) ou
ug V' et ve V' (cas 2); on ajoute alors v dans le cas 1, u dans le cas 2
a V'; on ajoute aussi (u,a,v) & E'.

Pour justifier cet algorithme, on va montrer qu’il ne s’arréte que lorsque
T’ contient tous les sommets de I, et qu’a chaque étape, T” est un arbre.

S’il existe un sommet v € V qui n’est pas dans V' et comme I est connexe,
il existe un chemin réduit de so a v. Soit u le premier sommet visité par
ce chemin qui est hors de V' et soit (u’,a,u) l'aréte (dans E) qui méne
au. Alors u' € V' et (u',a,u) ¢ E'. Ainsi, on a montré que si T” n’est
pas couvrant, alors il existe une aréte de E avec une extrémité dans V' et
lautre hors de V.

Soit maintenant 7" le sous-arbre construit & une étape de l’algorithme
et soit une aréte e = (w,a,w’) € F dont exactement une des extrémités
est dans V', disons sans perte de généralité que w € V' et w’ ¢ V'. On
construit 7" = (V') E”) en ajoutant & V' le sommet w’ et & E’ I'aréte e.
Montrons que le 7" est encore un arbre. Sa connexité est immédiatement
établie puisque T" est connexe et le nouveau sommet est relié a un sommet
de T’ par une aréte. Si 7" n’est pas un arbre, il existe des états u et u’
et des chemins réduits distincts p et ¢ dans T” deu a v'. Siu g V', p et
q commencent par €, u = w, p = ep’, ¢ = eq’ et p’,q’ sont des chemins
réduits dans 7" de w a u’. De méme, si u’ € V', p et ¢ sont de la forme
p=7peet q=qeavecp,q des chemins réduits de u & w.

Donc on peut se ramener au cas ol u et u’ sont dans 7. Factorisons p
en faisant apparaitre les occurrences de e et € : p = poeip1 - - - €nPn avec
les p; des chemins vides ou dans T" et les e; dans {67 é}. Comme e n’est
pas une boucle, le fait que p est réduit impose que p; est non vide pour
1 < i < n. Mais les chemins dans 7" ont leurs deux extrémités dans V’,
doncsil <4 < n,alors e;_1 =€ et e; = e et p; est un chemin reduit dans
T’ de w & w : nécessairement vide. Face & cette contradiction, on déduit
quen < 1.Sin =1, alors e; = e et p1 va de w’ & un sommet de V' :
contradiction. Donc n = 0, c’est-a-dire que p est un chemin dans 7". De
meéme pour ¢, et donc p = q.

Autre algorithme : on part de 7" = I'. A chaque étape, on cherche une
aréte e qui figure dans un cycle de T”, et on modifie T” en retirant cette
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aréte. A la fin, on a bien tous les sommets (puisqu’on n’en supprime
jamais) et pas de cycle, donc un arbre couvrant — & condition que la
connexité soit préservée. Mais si T est obtenu & partir de T en supprimant
une aréte (w,a,w’) de T', il existe un chemin f dans 7" de w & w’ disjoint
de cette aréte, donc un chemin dans T". Alors si u,u’ € V et si p est un
chemin de 7" de u & u’, on remplace chaque occurrence de e (resp. €) dans
p par f (resp. f) et on obtient un chemin dans T de u & v’

Soit T' = (V, Er) un sous-arbre couvrant de I'. Pour tout sommet s de I,
soit xs ’étiquette de I'unique chemin réduit de sg & s dans T'. Pour chaque aréte
e = (s,a,t) de T n’appartenant pas & T, posons b, = z;aT;. On notera que par
construction, b, est un mot réduit.

Question 7.6 Montrer que tout élément de G(T',so) \ {1} est le produit, dans
F(A), de mots de la forme b, ou b,.

On pourra pour cela considérer un élément x € G(T, sg), un chemin réduit
p d’étiquette x de sg a So, une factorization p = poeip1 - - - e.pr oU les p; sont
des chemins réduits dans T et les e; sont des éléments de E \ E’T, puis montrer
que Uétiquette de p; (0 < i <) est égale a Tyxs ot t est le sommet final de e;
et s le sommet initial de e;41.

Solution. Soit z € G(T', so) et soit p un chemin réduit d’étiquette = de
So & So. Le chemin p est composé d’arétes de Er et d’arétes hors de cet
ensemble. Si p ne comporte pas d’arétes de E\ET7 alors p est un chemin de
T, donc est le chemin vide en sg (par définition des arbres), et finalement
x = 1. Sinon, p se décompose en p = poeipi---e-pr, o r > 1, les p;
sont des chemins réduits dans 7" et les e; sont des éléments de E \ ET. Si
e; = (si,a4,t;) et si z; est Pétiquette de p;, alors * = xoa1z1 - - arzy €t
chaque p; est le chemin réduit (unique) dans 7" de ¢;—1 & s; (po de so & s1
et pr de t, & so).

En particulier, po = ps,, o = Ts,, pr = D¢, €t T = T¢,.. Pour 1 <4 <7,
notons que p¢;piPs; ., est un chemin dans T' de so a so. Chaque réduction
de ce chemin (élimination d’une consécution e€ ou ée, e € E) et de son
étiquette donne encore ’étiquette d’un chemin de sp a so et comme T est
un arbre, on en déduit que I’étiquette de ce chemin, x¢,z;Zs,,, se réduit
en le mot vide dans F'(A), c’est a dire que x; = Tt; © s, ;.

Par conséquent, z = (xs,a1%t, ) O - - O (x5, arZs, ). Finalement, on observe
quesie; € B, alors x,,a:Tt; = be; et sie; € ET\ET, alors ot,a:;%s;, = Eéi,
ce qui conclut la preuve.

Question 7.7 Soit r = card(E\ E7). Montrer que G(T', so) est isomorphe & un
groupe libre de rang r.

Solution. Soit E \ Er = {e1,...,er}, soit Y = {y1,...,yr} un alphabet
de cardinal r et soit ¢: F(Y) — F(A) le morphisme induit par I’appli-
cation y; — be,. L’'image de ce morphisme est le sous-groupe de F(A)
engendré par les b.,, c’est-a-dire G(I', so) d’apres la question précédente.
Il suffit par conséquent de montrer que ¢ est injectif.

Par commodité, posons ¢: F(Y) — F(E) le morphisme induit par 'ap-
plication y; — e;. Supposons que y € F(Y), y # 1 et ¢(y) = 1. Disons
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Yy = z1---2n avec les zp € Y et zn # Zny1. Posons (sh,an,th) = ¥(2n).
Alors ¢(y) = p(£s,a1%4,Tsy - - anTt, ). Soit alors wn = p(T4,Ts, ;) :
on a donc ¢(y) = p(zs,a1wiaz - wr—1anTt, ). Or ce dernier mot est
Pétiquette d’un chemin réduit puisque les ¥ (zn) ne sont pas dans T,
alors que les xj sont des étiquettes de chemins réduits dans 7. Donc
o(y) = zs,a1w1ia2 - - - Wr—1an T+, , de longueur au moins n.

8 — SOUS-GROUPES D’UN GROUPE LIBRE

Dans cette partie, on va montrer que tout sous-groupe finiment engendré
d’un groupe libre est libre.

Soit A = (T, sg) la paire consistant en un A-graphe I' = (V, E) et un sommet
so € V de T'. On note L(A) l'ensemble des étiquettes des chemins de sg & s
dans le A-graphe (V, E) et p(L(A)) = {p(u) | u € L(A)}.

Si T' n’est pas réduit, il existe deux arétes de E de la forme (u,a,v) et
(u,a,v’), ou bien (v,a,u) et (v',a,u). Soit alors B la paire B = (A, ty) obtenue
a partir de A en “fusionnant” les sommets v et v'. Formellement, on définit
A = (W, F) et ty de la fagon suivante : 'ensemble W des sommets de A est
W =V \{v,v'}U{w} olt w est un nouveau symbole n’appartenant pas a V'; et
son ensemble d’arétes F' est obtenu & partir de E en remplacant partout v et v’
par w. Le sommet tg est égal & sg si s9 # v,v’, & w sinon. On dit alors que A

se réduit en une étape en B, noté A B
On dit que la paire A = (I', s9) est réduite si le A-graphe I' est réduit.

Question 8.1 Montrer que si A SN B, alors
L(A) € L(B) et p(L(A)) = p(L(B)).

Solution. Sans perte de généralité, on suppose que B = (A, to) est construit
a partir de A = (I', so) en considérant la paire d’arétes e = (u,a,v) et
e’ = (u,a,v") et en fusionnant les sommets v et v'. Soit p un chemin de T’
de s¢ & sp. On factorise p pour faire apparaitre les successions ée’ ou €’e :
p = piqap2 - ¢pr (r > 0), ou chaque ¢; est égal soit & ee’, soit & €'e et
les p; ne comportent pas de telles successions. Alors p1(ée)p2(ée) - - - (ée)pr
est un chemin de to & to dans A (apres avoir renommé les occurrences de
v ou v’ en w), de méme étiquette que p. Donc L(A) C L(B) et bien sir,
p(L(A)) C p(L(B)).

Soit maintenant p un chemin de tg a to dans A. On factorise p pour faire
apparaitre les passages par w : p = pop1 -+ - pr ol ¢; = f ou f et p; est sans
f ou f. En particulier, les p; sont des chemins de w & w (de sp & w pour
po et de w & so pour pr). Pour chaque p;, le méme chemin existe dans I'
de v ou v' & v ou v’. Si bien qu’il existe un chemin p; dans I' de v & v, égal
a I'un des chemins p;, é€'p;, pi€’e ou ée'p;&’e. (On ajuste cet énoncé pour
i =0eti=r.) Etalors p’ = pyp] - - - p. est un chemin dans T, de so & so.
Finalement, il est clair que si = est I’étiquette de p et =’ est I’étiquette de
p’, alors ' =% z, donc p(z') = p(x) et ainsi, p(L(B)) C p(L(A)).

Question 8.2 Montrer que si G est le sous-groupe de F(A) engendré par les
mots hy, ..., hy, € F(A), alors G est un groupe libre.
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Indication. Pour cela on pourra construire une paire A = (T, sg) telle que G =
p(L(A)), puis réduire A.

Solution. On commence par construire une paire A = (I, so) de la fagon
suivante. On commence en considérant le A-graphe I" ayant un seul som-
met, so et aucune aréte. Ensuite, pour chaque 1 < ¢ < n, on ajoute a V'
(m’ensemble des somments) |h;| — 1 nouveaux sommets et |h;| nouvelles
arétes entre ces sommets et so de telle facon que ces sommets et arétes
constituent un chemin (réduit) de sg & so d’étiquette h;.

On vérifie alors que G = p(L(A)). Si g € G, alors g est un produit de la
forme g = kiy ®--- @k, ot kj € {hj,h;}. On a donc g = p(ki, ---k;,). 11
existe, par construction, un chemin de sg & sg dans I d’étiquette k;, - - - ks,..
Par conséquent, ki, - - - ki, € L(A) et g € p(L(A)).

Réciproquement, soit p un chemin de so & sop dans I'. On factorise p selon
les visites de sp : p = p1---pPm, ou chaque p; est un chemin de so a so,
qui ne visite pas ce sommet hors de ses extrémités : ainsi ce chemin est
entierement contenu dans 1'une des boucles h; et si z; est 1’étiquette de
pi, alors p(x;) € {1, h;, h;}. Par conséquent, si z est ’étiquette de p, alors
p(x) = plp(z1) - p(xm)) = p(x1) © -+ © p(zm) € G.

Posons A = Ap. On construit comme ci-dessous une suite finie 4; (0 <
i < r) de paires tels que p(L(A;)) = G pour tout ¢ et A, est réduit. Si
A; n’est pas réduit, on choisit une paire d’arétes qui manifestent la non
réduction, on construit A;4+1 tel que A; IR Ait1 et on en déduit par la
question 8.1 que p(L(Ait1)) = p(L(A;)) = G. Le nombre de sommets
diminue a chaque étape, donc le processus termine.

On a maintenant une paire réduite B = (I, so) tel que p(L(B)) est égal &
G. Mais la question 7.2 montre que si u € L(B), alors p(u) € L(B), donc
p(L(B)) C L(B) et par conséquent, p(L(B)) = G(T', so) et la question 7.7
permet de conclure.

Question 8.3 Soient hq, ..., h, des éléments de F(A) et soit G le sous-groupe
de F(A) qu’ils engendrent. Donner un algorithme pour trouver une base de G
et en évaluer la complexité.

Solution. L’algorithme de construction d’un automate réduit (T, so) tel
que G(T',s0) = G est décrit dans la réponse & la question précédente.
Ensuite on construit un arbre couvrant 7' de I'. Pour chaque sommet s,
on calcule le mot réduit qui étiquette un chemin dans 7" de sp a s. Et
enfin, pour chaque aréte e = (s,a,t) dans F et pas dans T, on calcule
be = zsaT:. Les be ainsi construits forment une base de G.
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