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Soit (un)nen+ une suite réelle décroissante qui tend vers 0.

1. Montrer que pour tout entier naturel p supérieur ou égal a 2, > ., u, converge si et seulement si
Y usq P upn converge.

2. Montrer que si ), -, u, diverge, alors > ., min (un, %) diverge.

1. Procédons en regroupant par paquets de p” termes. Etant donné que le terme général de la série Y - uy
n+l_ -

est positif, celle-ci converge si et seulement si la suite > >% uy, converge. Mais comme la suite (u,)

=pn
décroit, on a pour tout entier naturel k£ compris entre p™ et p”»T! — 1 ’encadrement Upn+1_1 < U < Upn. On

obtient donc :

pn+171

P Upnt1_g < Z up < pupn (1)
k:pn

s pn -1 [P n y NI ez
A'ms%, si an%un\ converge, » Zk:p" uy, converge d’ott an Upn+1y cONVerge d apres 1 1negah}te 1, par
application du théoréme de comparaison des séries & termes positifs. On peut multiplier par p et décaler les

indices sans modifier la nature de cette série, et on obtient donc que Zn21 p"u,n converge. Réciproquement, si
< sz T ntl_q .
> n>1 Pupn converge, linégalité 1 indique que 35, o) >0 . ux converge, d’olt la convergence de >, o uy.

On obtient donc I’équivalence demandée.

2. Démontrons la contraposée de cette affirmation. Supposons que ) ., min (un, %) converge. Soit p
un entier naturel supérieur ou égal a 2. On obtient par application du résultat de la question 1 que

> n>q P min (upn, p%) converge, c’est-a-dire que > -, min (p"upn, 1) converge. Pour qu'il en soit ainsi, il faut
donc que l'on ait & partir d’un certain rang ny Uinégalité p"u,n < 1, soit min (upn, 1) = uyn pour tout n > ng.
En récrivant la série précédente & partir du rang ng, on obtient que la série > DPrlUpn converge, d’ott la série

n>ngo
> n>1 Un converge. Par contraposition, on obtient I'implication demandée.
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